Виконав вчитель математики Богданівського НВК «ЗОШ І-ІІІ ступенів—ДНЗ (ясла-садок)» Торішня Валентина Миколаївна

Методика вивчення теми: «Графіки функцій в шкільному курсі математики».
1. Психолого-педагогічні основи вивчення математики.
В працях багатьох вітчизняних та зарубіжних психологів достатньо обґрунтоване положення про те, що одним з найважливіших компонентів процесу пізнавальної діяльності учнів, без цілеспрямованого розвитку якого неможливе досягнення ефективних результатів навчання, є розумова діяльність учнів.
Школярі, які не підготовлені до виконання розумових дій, що входять до складу основних видів пізнавальної діяльності мають в процесі навчання значні труднощі. А в зв'язку з цим, теоретична психологія вказує на необхідність цілеспрямованого формування прийомів розумових дій, адекватних конкретному виду діяльності учнів.
При вивченні застосування геометричних перетворень, для побудови графіків функцій основним видом пізнавальної діяльності учнів є діяльність по засвоєнню математичних тверджень та розв'язання вправ і задач. Роль задач в математиці важко переоцінити, адже розв'язуючи їх, учні вчаться застосовувати набуті теоретичні знання для практичних потреб, знайомляться з тим, як саме використовується математика у різних галузях знань.
Розв'язування математичних задач дає учням багато корисного для розвитку мислення, просторової уяви, сприяє вихованню волі, наполегливості, акуратності та інших якостей.
До складу розумової діяльності по засвоєнню математичних тверджень та формування вміння розв'язування задач, що входять як загальні (аналіз, синтез, порівняння, узагальнення, абстрагування, конкретизація, аналогія, класифікація), так і специфічні розумові дії (підведення під поняття, виведення наслідків).
Зупинимось на характеристиці прийомів розумових дій, що входять до складу пізнавальної діяльності учнів по засвоєнню тверджень та розв'язування задач і вправ з теми дослідження.
Одним з найважливіших прийомів розумової діяльності учнів, в якому проявляється єдиність аналізу і синтезу, і за допомогою якого здійснюється узагальнення і класифікація, є порівняння. Суть цього прийому полягає у встановленні схожого і різного в однорідних об'єктах. Стосовно застосування геометричних тверджень при побудові графіка функцій, прийом порівняння можна формувати під час вивчення на конкретних прикладах кожного окремого виду геометричних перетворень графіка функцій.
Суть методики формування прийому порівняння зводиться до безпосереднього знайомства учнів з правилом - орієнтиром цього прийому. Як показує практика, найбільш важким для учнів є встановлення мети та виділення основних ознак порівняння. Тому мета порівняння повинна
формуватись вчителем, а виділення ознак - здійснюватись під керівництвом вчителя.
Наприклад, при вивченні розтягу (стиску) графіка функцій від (до) осі абсцис учням можна запропонувати порівняти графіки функцій у = х2 (1) і 
у = 2х2 (2), у = х2 і у=0.5х2 (3) з метою виявлення способу одержання графіків функцій (2) та (3) за відомим графіком функцій (1). Згідно правилу-орієнтиру прийому порівняння, діяльність учнів може бути представлена так:
1) Виявити закон одержання кожної точки графіка функції (2), якщо відомий графік функцій (1). (Кожну точку графіка функції (2) можна одержати з деякої точки графіка функції (1), якщо перемістити її в гору так, щоб відстань від неї до осі абсцис збільшилась в 2 рази).
2) Записати виявлений закон, використовуючи математичну символіку: Після цього можна сформулювати висновок. Важливе значення при формуванні тверджень з досліджуваної теми має така розумова дія як узагальнення. Завдяки їй учні здійснюють перехід від конкретних до загальних тверджень і виявляють конкретні об'єкти, що задовольняють змісту загальною поняття чи твердження. В зв'язку з цим у учнів потрібно формувати прийоми узагальнення двох видів: «від частинного до загального», і «від загального до частинного». Методика формування прийому узагальнення зводиться до безпосереднього знайомства учнів і орієнтовною основою їх діяльності.
Наприклад, формування прийому узагальнення «від частинного до загального» може здійснюватись при вивченні кожного окремого виду геометричного перетворення графіків функцій і зводиться до такого набору дій:
1) Виявити спосіб одержання кожної точки графіка функцій (2) та (3) за відомим графіком функцій (1).
2) Сформулювати встановлене твердження для будь-якої функції у=ах2.
3) Сформулювати встановлене твердження для довільної функції у=af(x).
В процесі формування понять та розв'язування задач дія узагальнення невіддільна від дії абстрагування. Суть цього прийому в тому, що в процесі формування поняття учні засвоюють знання як про суттєві, так і про несуттєві ознаки предметів і повинні навчитися їх розрізняти. При вивченні абстракції як розумової дії необхідно ознайомитись з її орієнтовною основою, тобто з операціями, що входять до складу цієї дії:

1) Задати суттєві та несуттєві ознаки поняття.
2) Знайти в заданому матеріалі суттєві і несуттєві ознаки об'єктів, співставити їх, виділити об'єкти, відповідні поняттю, що виводиться по суттєвим ознакам і виділити в них несуттєві ознаки. Формуванню цього прийому слід приділяти велику увагу.
Навчити учнів виділяти суттєві та несуттєві ознаки об'єктів можна двома шляхами. Перший з них спирається на порівняння один з одним і
формулювання висновку, який поєднує всі суттєві ознаки в одне речення.
Другий шлях спирається на виділення суттєвих та несуттєвих ознак об'єктів при порівнянні їх з означенням даного поняття. Найбільш ефективно при формуванні тверджень про побудову графіків одних функцій, якщо відомі графіки інших, є перший шлях абстрагування. Так, прикладом суттєвого в процесі формування твердження про побудову графіка функцій
 у = f(х-т) за допомогою геометричного перетворення є виявлення того, що цей графік має такий вигляд, як графік функцій

 у = f (х) і кожна його точка одержується з деякої точки графіка функцій     
y = f(х) паралельним пере​​​​​​​​​​несенням вздовж осі ОХ на т одиниць вправо,     якщо т > 0 і на т одиниць вліво, якщо т < 0, а прикладом несуттєвого—який вигляд має графік функцій у = f(х), як він розміщений на координатній площині.

При вивченні математичних понять та тверджень, а також при розв'язуванні задач важливу роль має розумова дія аналогії. Терміном «аналогічно» широко користуються в школі і при формуванні понять, і при доведенні теорем, і при розв'язуванні різних задач. Однак учні не завжди розуміють логічну основу значень по аналогії і не використовують їх при здобуванні певних знань. Тому необхідне навчання учнів цьому прийому розумової діяльності.

Висновки правдоподібні, але потребують спеціального обґрунтування істинності чи хибності за допомогою дедуктивних доведень. Так, наприклад, при побудові графіка функцій у = f(х-т), аналогічно до побудови графіка функцій у = f(х)+ п, учні зміщують графік функцій у = f(х) в здовж осі ОХ в напрямі протилежному знаку т, хоча це помилкова асоціація.
Розглянуті приклади говорять про те, що при побудові графіків функцій, є можливості для формування деяких прийомів розумової діяльності учнів. Реалізація цих можливостей допоможе учням краще засвоїти матеріал, що вивчається, застереже від помилкових асоціацій, підвищить пізнавальну активність.

Наявність елементів математичного аналізу значно збагачує ідейний зміст шкільного курсу математики, суттєво розширює межі його застосування. Програмою передбачено вивчення таких основних понять математичного аналізу, як границя та неперервність функції, похідна та інтеграл. При цьому учні стикаються з труднощами логічного характеру, які походять із самої сутності математичного аналізу, з особливостей його понять і методів.
Учителю слід роз'яснити учням загальне призначення курсу початку аналізу, його структуру, подати цей розділ як єдине ціле, взаємообумовлену систему, в якій кожне нове поняття має цілком повне призначення. Мотивація введення того чи іншого поняття, місце його в загальній системі курсу, звернення до історичних відомостей про розвиток цих понять у науці допомагає підтримати інтерес та активність учнів.

З перших кроків треба привчити школярів відчувати діалектику логіки та інтуїції, показувати, як у математиці відбувається перехід від споглядання до узагальнення, як формалізація очевидних на перший погляд фактів дозволяє робити логічно бездоганні, практично корисні висновки. Шкільний курс початків аналізу становить лише невелику частину сучасної математики. Розгляд окремих питань може мати різний ступінь повноти і строгості. Говорячи про науковість викладання курсу, слід мати на увазі, що будь-яка інтерпретація понять і тверджень не повинна суперечити їх сутності. Вивчення початків аналізу має виховувати в учнів відчуття зіткнення з математичною наукою, яке відкриває шлях для дальшого поглиблення знань.

Для того, щоб максимально допомогти учням оволодіти різноманітними математичними поняттями та методами, зробити їх простими і природними, навчити застосовувати їх на практиці, необхідно формувати ці поняття на основі геометричних та фізичних задач. Це стосується понять похідної, первісної, визначного інтегралу, диференціального рівняння. Відомо, що зв'язок математики з її застосуванням здійснюється за допомогою математичних моделей. Використання математики схематично зводиться до будови математичної моделі, її дослідження і змістовного роз'яснення результатів цього дослідження. Це вимагає поєднання неформального мислення з формальним і тому викликає деякі труднощі в учнів навіть при розв'язанні найпростіших текстових задач. Ідея математичного моделювання має бути присутньою протягом всього курсу шкільної математики, в тому числі і при вивченні математичного аналізу. Викладання має збуджувати інтерес до предмета, оскільки він є найсильнішим стимулом у навчанні. Дуже корисним є елементи історії математики, які доречно використовувати на уроках. Урок потрібно будувати так, щоб це була цікава розповідь, бесіда з активною участю учнів. Інтерес до математики викликають також завдання застосування її в практичному житті. Розв'язування практичних задач допоможе в реальних явищах бачити ті математичні поняття і методи, які вивчаються в курсі початків аналізу, навчить за загальними поняттями бачити конкретні образи, реальний зміст і метод пізнання. Навчаючи учнів на перших кроках відкривати те, що всім відомо, ми тим самим вчимо їх відкриттям. І це найкраще здійснюється на задачах, де передбачається розкриття діяльності пошуку розв'язання, роз'яснення різних прийомів методу пошуку, що є найбільш правильним шляхом підвищення інтересу до них як до результату власної діяльності.

При плануванні та організації навчального процесу слід мати на увазі що теоретичний матеріал повинен усвідомлюватися переважно в процесі розв'язання задач. При цьому слід використовувати диференційований підхід до учнів. Так само корисно диференціювати обсяг і складність домашніх завдань з урахуванням індивідуальних особливостей учнів. У відповідності з висновками психологічної науки інтелектуальний розвиток учнів відбувається тільки в процесі активної цілеспрямованої діяльності з набуття інформації та її переосмислення для досягнення певних результатів.

2. Історичні відомості з теми.

Починаючи з XVII століття одним із найважливіших понять є поняття функції. Воно відіграло і відіграє важливе значення в пізнанні реального світу.
В математиці ідея функції з'явилась разом з поняттям змінної величини. На перших стадіях свого розвитку поняття функції, як і поняття змінної величини, було тісно пов'язане з геометричними та механічними уявленнями. У Декарта (і Ферма) уявлення про змінну величину з'явилось в зв'язку з вивченням геометричних питань, з розглядом зміни ординати в залежності від зміни абсцис точки, що описує лінію. У Ньютона уявлення про змінну величину з'явилось в зв'язку з вивченням питань механіки і величин, тісно пов'язаних із зміною часу.
Термін «функція» (від латинського funktio-виконання, здійснення) вперше ввів Лейбніц у 1694р. Функціями він назвав абсциси і ординати та інші відрізки, пов'язані з точкою, що описує деяку лінію.

Подальший розвиток математики привів уже в першій половині XVIII століття до переходу від геометричної або механічної точки зору на функцію до її «аналітичного» означення. В 1718р. відомий швейцарський математик Й. Бернуллі дає таке означення: «Функцією змінної величини називається кількість, складена будь-яким способом із змінної величини і сталих». Хоч в означенні И. Бернуллі використовуються слова «будь-яким способом», математика XVIII столітті ще не була готова до такого змісту цих слів, який ми зараз в них вкладаємо.
В 1748 р. Л. Ейлер пише: «Функція змінної величини є аналітичним виразом, що утворений будь-яким способом із цієї змінної величини і чисел або сталих величин».
Таким чином згідно точки зору Бернуллі і Ейлера, кожна функція повинна бути виражена аналітично, тобто формулою, наприклад у = ах + b ,    
у = ах2 + bх + с,  у = х3   
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 і т.д. Така точка зору на функцію зберігалась на протязі всього XVIII століття.
Розвиток науки в XIX столітті вимагав більш широкого погляду на поняття функцій. В 1817 р. в роботі «Чисто аналитическое доказательство» видатний чеський математик Б. Больцано означає функцію як залежність, задану будь-яким законом, причому кожному значенню однієї змінної відповідає деяке значення другої.
Нове значення функції зустрічається у знаменитого російського математика Н. І. Лобачевського в 1834 р. і у німецького математика Лежен-Діріхле в 1851 р. Лобачевський Н. І. писав: «Загальне поняття вимагає, щоб функцією від х називати число, яке надається кожному х і разом з х поступово змінюється. Значення функції може бути задано аналітичним виразом». Лежен-Діріхле так визначає поняття функції: «у є функцією змінної х (на відрізку а
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 b), якщо кожному значенню х (на цьому відрізку)відповідає єдине значення y, причому не важливо, яким чином

встановлено, цю відповідність - аналітичною формулою, графіком, таблицею чи просто словами».
На початку XX століття означення поняття функції формулювалось, як відображення, яке дозволяє кожному елементу даної числової множини однозначно поставити у відповідність деяке число.
Таке розуміння функції, що поширювалось не лише на числа, а і на множини будь-яких об'єктів, розширило можливості математики.
Розвиток обчислювальної техніки і її математичного забезпечення привело до зміни погляду на функцію в іншому напрямі. Комп'ютер може мати справу з функцією лише тоді, коли спосіб обчислення її значення заданий точно, тобто алгоритмічно. Зараз існує два підходи щодо означення функції.

Класичний: «Величинау називається функцією змінної х, коли в області змінних х відповідає одне і тільки одне значення величини y».(через поняття «змінної величини»). Позитивне в цьому означенні: таке означення добре обслуговує природничі науки (фізику, хімію тощо). Недоліки: саме поняття „змінна величина " не піддається означенню.
Сучасний підхід: «Відношення між множинами X і У, при якому кожному елементу множини Х відповідає не більш одного елемента множини У, називається функцією». Позитивне: це означення ширше класичного, бо значеннями величини в класичному означенні є число, а елементи множини це числа або будь-які інші об'єкти.
В загальноосвітній школі це означення трактується вужче: «Функція -це залежність змінної х, при якій кожному значенню х відповідає єдине значення у». При цьому у основній школі під х і у розуміють тільки числові змінні.
Дуже часто зручним способом задання функцій є аналітичний, тобто задання функцій за допомогою рівняння або формули. Аналітичне задання функцій знаходить широке застосування в науці і техніці.
Відоме значення має і найстаріший табличний спосіб задання функції. Прикладами можуть слугувати різні математичні і спеціальні таблиці, які використовуються в науці та техніці, квадратів, кубів і квадратних коренів чисел, тригонометричні таблиці, якими користувалися ще в давнину, таблиці процентів, логарифмів та інші.

За допомогою системи координат функцію можна задавати геометрично, графічним способом. Графік функції часто використовується для геометричної інтерпретації функції, але часом і для її задання. Так наприклад, задаються функції за допомогою пристроїв, які описують зміну температури, атмосферного тиску та інших величин в залежності від часу.
Крім аналітичного, табличного і графічного способів, в сучасній науці досить часто використовують словесне задання функцій.
Наприклад: для всіх від'ємних значень аргументу х функція дорівнює -1; для х, що дорівнюють 0, функція також рівна 0, а для всіх додатних значень аргументу функція рівна 1. Ця функція відома під назвою «Сігнум х»
і позначається так: Sgn х (від лат. Signum - знак). Цей символ був введений німецьким математиком Л. Кронеккером (XIX ст.).
Отже, на новому етапі розвитку поняття функції закон функціональної відповідності може бути виражений будь-яким із вище перерахованих способів; важливо лише, щоб кожному значенню аргументу відповідало значення функції і до того ж тільки одне.
Відкриття методу координат відіграло важливу роль у розвитку математики. Вибравши декартову систему координат на площині, можна визначити положення будь-якої точки на площині за допомогою її координат тобто за відповідною парою чисел.
З іншої сторони, за допомогою методу координат стало можливим будувати графіки (від грецького «графінос»- креслення) рівнянь, зображати геометрично різні залежності, що виражені алгебраїчно, тобто за допомогою формул і рівнянь. Так, наприклад, графіком прямо пропорційної залежності у=кх є пряма лінія. Графіки дають наочне уявлення про характер залежності між величинами, що часто використовується в різних галузях науки і техніки. В наш час використовуються спеціальні апарати для автоматичної реєстрації ходу того чи іншого фізичного явища або процесу. Перо такого апарату креслить на папері деяку лінію, що являється графіком відповідної функції (добове вимірювання температури, атмосферного тиску, руху потягів), аргументом якої є час.

Також функцію досліджували за допомогою похідних і екстремумів.
Правила знаходження екстремумів функцій однієї змінної у=f(х) були запропоновані Маклореном. Ейлер розробив це питання для функцій двох змінних. Лагранж в 1789 р. показав як відрізняти вигляд умовного екстремуму для функцій багатьох змінних, а потім в 1797 р. застосував для їх досліджень метод невизначених множників.

Перший систематичний прийом для визначення екстремуму виклав     П. Ферма в своїй праці «Метод дослідження максимумів і мінімумів». Ця робота була частково опублікована в 1642-1644 рр., а повністю -1779 р., після смерті її автора. Однак, із листів Ферма стало відомо, що своїм методом він володів вже в 1629 р. Цей метод Ферма вперше застосував до функції     у=х(а-х)    (1) до якої приводить задача Евкліда. Нехай h—нескінченно малий приріст незалежної змінної х, тоді значення функції (1) буде   у=(х+h)(а-х-h) (2).
Для виразу «принципу зупинки», тобто того факту, коли функція, досягаючи максимуму чи мінімуму, припиняє змінюватись (похідна дорівнює нулю), Ферма прирівнює (1) і (2): х(а-х)=(х+h)(а-х-h) (3).
Розкриваючи дужки і скорочуючи на h, отримуємо: а-2х+h=0.
Враховуючи те, що нескінченно мале h прямує до нуля: а-2х=0,
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Ось приклад однієї геометричної задачі, розв'язаної Ферма. Поділити даний відрізок LМ точкою N так, щоб паралелепіпед, побудований на квадраті LN з висотою NМ, мав найбільший об'єм.
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Нехай невідома величина відрізка LN буде А. Позначаючи через В довжину всього відрізка LМ, отримаємо для найбільшого об'єму вираз  А2 (В- А). Буквою Е Ферма позначає приріст незалежної змінної А, тоді
(А + Е)2 (В - А - Е) = А2 (В - А)   (4) цю рівність Ферма назвав «наближеною». Після зведення подібних членів в (4), скорочення на Е, і відкидання останнього Ферма отримує рівність 2АВ = ЗА2 (5), яка називається вже «істинною». Із (5) він знаходить А =2В/3 .

Таким чином, хоча у Ферма явно не фігурують поняття границі і похідної, його метод відшукання екстремумів співпадає по суті з методом Лейбніца і Ньютона, яким користуємось і в основі якого лежить прийом прирівнювання похідної до нуля.

Слід відзначити, що Ферма застосував свій метод лише до цілих алгебраїчних функцій. У нього ще немає критерію відмінності екстремумів і (максимумів від мінімумів). Теж саме можна сказати і про правило знаходження максимумів і мінімумів, яке дав голландець Гуцу в 1633 р.
В дослідження проблеми максимумів і мінімумів важливий внесок зробив Лейбніц. В своєму «Новому методі» (1684) він застосовує поняття диференціала для дослідження зростання і спадання функції і по суті формулює відому нам нині теорему про те, що якщо похідна (у Лейбніца -диференціал) функції у(х) на деякому проміжку зміни аргументу додатна, то дана функція зростає на цьому проміжку; якщо ж похідна від'ємна функція -спадає. У випадку ж екстремуму функції найбільша чи найменша ордината визначається умовою, що дотична не похила ні в одну, ні в другу сторону, тобто диференціал сіу=0 ; при цьому ординати «ні зростають, ні спадають, а знаходяться в спокої».

Лейбніц застосовує також другу похідну (точніше, диференціал d2у) для дослідження вгнутості і опуклості кривої.

В своєму «Диференціальному численні» (1775 р.) Ейлер розрізняє абсолютні екстремуми від екстремумів відносних, так званих «місцевого характеру», підкреслюючи, що значення функції, наприклад, в точці максимуму взагалі не співпадає з найбільшим значенням цієї функції в цілому. Він розглядає також максимуми і мінімуми функцій багатьох змінних f(х,у,2, ...,и). Для дослідження функції на максимум і мінімум Ейлер користується не тільки першою і другою похідною, а й похідними вищих порядків.

3. Методика вивчення функцій та побудови їх графіків в курсі математики  загальноосвітньої школи 
Введення поняття функції
Розділ «Функція» починається з розгляду кількох задач, що приводять до поняття функціональної залеж​ності, причому зразу увага звертається на способи за​дания функції — формулою, графіком, таблицею.,

Доцільно спочатку зосередити увагу на заданні функ​ції формулою, розглянувши кілька задач, що приводять до поняття функціональних залежностей,  наприклад:
1. Купують олівці ціною 3 к. за штуку. Записати залеж​ність між числом олівців х і їх загальною вартістю у.
2. З колгоспу в райцентр, який розташований від нього на відстані 50 км, вирушив мотоцикліст з - швидкістю ЗО км/год. На якій відстані від райцентру він буде через х год?
3. Записати залежність між довжиною ребра куба х і його об'ємом у.
Автомобіль рухається рівномірно на прямолінійній ділянці довжиною 1300 м. Записати залежність між швид​кістю автомобіля х м/с і часом у с, затраченим на про​ходження цієї ділянки.

Розв'язуючи ці задачі, учні дістають різні функціо​нальні залежності:
 у=3х (1); у = 50 —30х (2); у = х3 (3); 
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Спочатку ці записи розглядаються як формули.
Учитель підкреслює, що за формулами, які дістали, для кожного значення х можна знайти відповідне йому значення у, після чого учні виконують обчислення для кількох значень х.
Наголошується, що х і у — змінні (це поняття теж відоме школярам), вводяться поняття незалежної і за​лежної змінних. Лише після цього дається роз'яснення (саме роз'яснення, а не означення) функціональної за​лежності або функції. Головне — домогтися усвідомлен​ня учнями того, що про функцію можна говорити лише тоді, коли кожному значенню незалежної змінної від​повідає єдине значення залежної змінної.
Значну увагу треба приділити засвоєнню учнями тер​мінології, пов'язаної з поняттям функції: х—незалежна змінна, або аргумент, у — залежна змінна; у є функцією від х, значення функції. Доцільно використати з цією метою такий опорний запис (у вигляді таблиці, плаката чи інтерактивна дошка):
у = 5х+7,
де х— незалежна змінна, або аргумент,
у — залежна змінна,
у — функція від х.
При х=2 значення функції у дорівнює  17.
Перш ніж ввести поняття про область визначення функції, в слабших за підготовкою класах треба розв'язати з учнями кілька вправ на знаходження значень функцій, що відповідають деяким значенням аргументу, наприклад:
1.
Функцію задано формулою у=0,4х+1- Знайти значення функції, відповідне значенню аргументу, що дорівнює: 0; 5; 10; 15; 20.
2.
Функцію задано формулою у=
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.У таблиці 11 наведено значення аргументу. Заповнити таблицю, обчисливши відповідні значення функції.
Таблиця 11
	X
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Після введення поняття про область визначення функ​ції підкреслюється, що для її знаходження під час роз​в'язування задач треба брати до уваги, яких числових значень може набувати аргумент за змістом задачі. Як​що ж функцію задано формулою і область її визначен​ня не зазначена, то область визначення складається з усіх значень аргументу, при яких формула  має смисл.
1.
У дівчинки було 30 к. Вона купила х зошитів по 2 к. за штуку. Позначивши число копійок, що залишилися у
дівчинки, буквою у, запишіть функціональну залежність між у і х. Яка область визначення цієї функції?
Записавши залежність у = 30 — 2х, встановлюємо, що за змістом задачі змінна х може дорівнювати нулю і на​бувати натуральних значень, не більших від 15 (якщо буде куплено 15 зошитів, дівчинка витратить усі гроші).
Отже, в розглянутій задачі область визначення функції складається з числа 0 і послідовних натуральних чисел від 1 до 15.
2. Функцію задано формулою у
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.Ця формула не має змісту при х = 3. Отже, область визначення функції у
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- складається з усіх чисел, крім числа 3.
3. Довжина сторони квадрата дорівнює х, а його площа у. Функцію у від х задає формула у=х2.
Область визначення цієї функції складається з усіх додатних чисел.
На першому уроці вивчення функції доцільно обме​житися традиційними позначеннями аргументу буквою х, а функції — буквою у. На наступних уроках слід під​креслити, що функцію та її аргумент не обов'язково позначати буквами у і х, і розглянути з функціонального погляду відомі учням формули шляху, швидкості і часу, формули площі квадрата, об'єму куба, а також окремі залежності з геометричним і фізичним змістом.
На пропедевтичному рівні треба ввести поняття про область значень функції: ті значення, яких може набу​вати функція, називаються областю її значень. Орієнти​ром для самостійного складання учнями вправ на вста​новлення функціональних залежностей між двома величи​нами можуть стати такі опорні дані:
Аргумент
Функція
Час
Відстань
Швидкість
Відстань
Кількість товару
Вартість
Ціна товару
Вартість
Основа прямокут​ника
Площа
Висота   прямокутника
Площа
Чисельник    дробу
Величина     дробу
Знаменник   дробу
Величина     дробу
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Графік функції
У 6-му класі учні вже дістали початкові уявлення про графіки, уміють позначати пари чисел точками на коор​динатній площині, знають вирази «координатна площи​на», «осі координат», «вісь абсцис», «вісь ординат», «система координат», «початок координат», «координата точки», «абсциса точки», «ордината точки». Не можна спо​діватися, що всі школярі засвоїли ці поняття і відпо​відну термінологію на такому рівні, щоб вільно оперу​вати ними під час вивчення графіків функцій. Тому, при​ступаючи до вивчення нового матеріалу, треба актуа​лізувати необхідний мінімум знань про координатну площину. Зробити це найкраще за готовим малюнком методом активного пригадування, залучаючи до роботи переважно слабших учнів.
Запитання  і   вправи
1. Користуючись малюнком, поясніть, що таке система координат на площині, координатна площина?
2. Скількома числами визначається положення точки на координатній площині. ЯК називаються ці числа?
3. Покажіть кілька точок, що лежать на осі абсцис; на осі ординат. Покажіть початок відліку.
4. Покажіть точки з координатами (3; 4), (—3; 4); (-3; -4);  (3;-4).
5. Назвіть координати точок, позначених на коорди​натній площині (за готовим малюнком).
6. Покажіть точки з координатами (5; 2) і (2; 5), на​звіть їх абсциси і ординати.
7. Чи можуть точці координатної площини відпові​дати дві пари чисел?
8. Чи можуть даній парі чисел відповідати дві точки площини? Сформулюйте висновок.
Треба звернути увагу учнів на розміщення стрілок на координатних прямих х і у, правильне нанесення і нумерацію поділок на осях. Треба пояснити школярам, що таке верхня  (нижня)  координатна півплощина.
Приступаючи до вивчення графіка функції, слід мати на увазі кінцевий результат — знання та уміння учнів за цим матеріалом. Школярі повинні вміти пояснити, що таке графік функції, і знати дві задачі, які можна роз​в'язати за допомогою графіка:

1)
для кожного значення аргументу знайти відповідне йому значення функції;
2)
за даними значеннями функції знайти значення аргументу, яким воно відповідає.
Треба щоразу підкреслювати учням, що абсциси точок координатної площини дорівнюють значенням аргумен​ту, а ординати — відповідним значенням функції.
Читання графіка включає також знаходження значень аргументу, при яких значення функції дорівнюють нулю, додатні, від'ємні.
Пояснення організовують так, щоб учні самі будували розглядувані графіки, формулювали висновки. Доцільно вклеїти в зошити аркуші міліметрового паперу. Перший «емпіричний» графік будують за готовою таблицею ре​зультатів спостережень за температурою. Потім будують графік функції, заданої формулою, находять ряд значень функції за деякими значеннями аргументу, яких немає в таблиці, а також розв'язують обернену задачу. Ці уміння відпрацьовуються далі за готовими малюнками.

Значну увагу треба приділити поняттям «додатні значення (аргументу, функції)» і «від'ємні значення (аргументу, функції)». Дуже корисними є вправи такого змісту: на малюнку зображено графік деякої функції. Користуючись ним, заповніть таблицю 12.
Таблиця 12
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Назвіть два значення х, при яких у<0, і два значення х, при яких у>0. Якщо клас має недостатню підго​товку, не треба намагатися будь-що розв'язати з усіма учнями всі вправи за підручником. Тут слід скористатися диференційованим підходом і зосередити увагу на організації допомоги слабшим учням..
У подальшій роботі графіки використовуються для ілюстрування властивостей функцій, описання характеру їх зміни із збільшенням х, а також як обчислювальний засіб.
Лінійна функція та її графік
Зважаючи на те, що учні вже мають досвід оперу​вання функціональними залежностями виду y=kx+b, можна не витрачати час на розв'язування задач, а почати з означення лінійної функції: лінійною функцією нази​вається функція, яку можна задати формулою виду y=kx+b, де х — незалежна змінна, k і Ь — деякі числа.
Доцільно запропонувати учням таке завдання: серед поданих формул показати ті, які задають лінійну функцію:
у = Зх+4; у=7-х2;  у=
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[image: image11.wmf]х

10

;   y= 
[image: image12.wmf]х

8

3

+7; у=2х2+9;
у=18 - 5х; у=9х; у=-х; у=20-
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Аналіз цих прикладів допомагає встановити смисл параметрів k і b у формулі y = kx+b. Якщо b = 0, то формула набирає вигляду y=kx. Учитель пояснює, що цією формулою, коли к
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0, задається функція, що має назву пряма пропорційність. Коли k = 0,. формула y=kx+b набирає вигляду у=b.
Далі дається означення  прямої  пропорційності.
Важливе значення має свідоме засвоєння учнями відомостей про графік прямої пропорційності.
Побудувавши кілька точок, координатами яких є пари чисел х і у, узяті з таблиці деяких значень функції у=3х, помічаємо, що всі побудовані точки лежать на од​ній прямій, яка проходить через початок координат. Ця пряма і є графіком функції у=3х. Треба приділити до​статню увагу побудові графіка прямої пропорційності за двома точками. Одну з них ми знаємо — це початок координат. Другу точку вибираємо довільно, надаючи х якогось значення і визначивши відповідне значення у. Зручно покласти х=1, тоді з формули y=kx знахо​димо, що y = k. Отже, графік прямої пропорційності проходить через точку (1; k).
Наступним кроком є побудова і аналіз графіків прямих[image: image1.wmf]3
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пропорційностей з різними коефіцієнтами k. Учні повинні усвідомити, що розміщення графіка в коорди​натній площині залежить від коефіцієнта k.
Насамперед підкреслюємо, що коефіцієнт k може бути додатним і від'ємним. Якщо k >0, то графік розміщений у І і III  координатних чвертях; якщо k <0, то в II і IV чвертях. Ці висновки учні роблять на основі порівняння графіків кількох функцій, наприклад у=2,5х, у=-2,5х, у=-0,3х, у=0,3х.
Зауваження. Треба показати учням І спосіб побу​дови графіка функції y = kx за двома довільними точ​ками, розміщеними на достатній відстані одна від одної. Тоді початок Координат використовуємо як контрольну точку, через яку має пройти графік даної функції.
Особливої уваги потребує область визначення функції y = kx, яка в загальному випадку складається з усіх чисел. Якщо ж область визначення прямої пропорцій​ності складається не з усіх чисел, то графіком цієї функції є відповідна частина  прямої   (півпряма  або відрізок).

Якщо, наприклад, у = 7,8х виражає залежність маси залізного бруска у від його об'єму х, то у цій формулі змінна х набуває лише додатних значень.
Область визначення функції необхідно, зокрема, встановлювати у задачах з практичним змістом на побу​дову графіків.
Підкреслимо  освітню  цінність вправ такого змісту:
1) за накресленими графіками функцій записати формули, якими задано ці функції (рис. 1,2);
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2) за рис. 3 назвати такі прямі, коефіцієнти яких додатні, від'ємні, більші від одиниці, менші від одиниці.
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Розглянувши пряму пропорційність і її графік, повер​таються до лінійної функції в загальному вигляді і бу​дують її графік. Виконавши побудову за точками, учні приходять до висновку, що усі ці точки лежать на одній прямій, яка і є графіком лінійної функції. Знову виникає питання про раціональний спосіб побудови графіка. Один спосіб — знайти координати двох точок графіка, позначити ці точки в координатній площині і провести через них пряму. Зручно брати ці точки на координатних осях. Так, для побудови графіка функції у=2х—7 поклада​ємо, що х=0, тоді у=-7. Якщо у=0, то х=3,5. Отже, для побудови графіка маємо дві точки з координатами (0; -7) і (3,5; 0).
Другий спосіб побудови графіка лінійної функції, з яким треба ознайомити учнів, полягає в тому, що цей графік можна дістати з графіка уже відомої їм функ​ції y=kx за допомогою паралельного перенесення уздовж осі у на |b| одиниць угору чи вниз залежно від того, чи b>0, чи b<0.
Щоб учні переконалися в цьому, побудуємо на одному малюнку графіки у=2х і у=2х+3 (рис. 4).
Як бачимо, графіком лінійної залежності у=2х+3 є пряма лінія, паралельна прямій у = 2х, яка відтинає від осі у відрізок, що дорівнює 3.
Учні повинні вміти прокоментувати такі графіки (рис. 5,6). Для індивідуальних завдань доцільно використовувати вправи такого, наприклад, змісту: побудувати ескіз графіка лінійної функції, якщо: a) k>0, b>0; б) k>0, b<0; в) k<0; b>0; г) k<0, b<0; д) k = 0; b>0; e) k= 0; b<0.
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На практиці простіше будувати графік лінійної функції за двома точками перетину шуканого графіка з осями координат.
У діючому підручнику вивчення лінійних функцій за​вершується аналізом взаємного розміщення їх графіків. Розглядання цього матеріалу без застосування до роз​в'язування системи лінійних рівнянь з двома змінними не має смислу. Достатньо, якщо учні добре усвідомлять зв'язок між лінійними рівняннями з двома змінними і лінійною функцією.

Так, з рівняння Зх—2у=-7 можна виразити у через х. Маємо: у= 1,5x + 3,5, а цією формулою задається лінійна функція, графіком якої є пряма.
Під час вивчення лінійної функції доцільно розглянути питання про зростання і спадання функцій.
Для цього треба лише пояснити учням, що функція називається зростаючою на певному проміжку, якщо більшому значенню аргументу, взятому з цього проміжку, відповідає більше значення функції. У противному випадку функція називається спадною.
На основі спостережень за графіками лінійних функ​цій приходять до висновку, що функція, яку задано формулою y = kx+b,npu k>0 зростаюча, а при k<0 — спадна.
Поступове «нарощення» властивостей функцій під час вивчення їх конкретних видів дасть змогу учням краще усвідомити їх і самостійно встановлювати наяв​ність чи відсутність уже вивчених властивостей у нових класів функцій.
Формуванню цього поняття сприятиме розв'язання вправ такого змісту:
1.
На малюнку зображений графік деякої функції. На якому проміжку із збільшенням х значення функції
збільшується, на якому — зменшується? Назвіть проміжок, на якому функція набуває одного й того самого
значення.
2.
Опишіть за даним графіком характер зміни значень цієї функції із збільшенням х. Доброю пропедевтикою для наступних узагальнень є такі вправи за готовими графіками:
1.
На малюнку зображено графік функції y= 3x+5. Де розміщені точки, координати яких задовольняють нерівності: y>Зх+5; y
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2.
На малюнку зображено графік функції у=4. Де розміщені точки, ординати яких задовольняють нерівності:

у>4; у
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4; у<4; у
[image: image21.wmf]£

4?
Квадратична функція, її графік
Вивчення квадратичної функції проводиться у двох концентрах. У 8-му класі розглядається її окремий вид — функція у=х2, а у 9-му класі — функція у=ах2+bх+с, її властивості та графік. Досвід, набутий учнями під час вивчення функції y=х2, створює основу для кращого усвідомлення властивостей функції загального виду, а також дає можливість ознайомити учнів 8-го класу з влас​тивостями і графіком функції у=
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. Вивчення елемен​тарних функцій в основній школі здійснюється переваж​но на конкретно-індуктивному рівні, без строгих доведень. Базою для встановлення властивостей функції виступає графік, а простіші перетворення графіків дають змогу порівнювати властивості різних видозмін функцій. Отже, необхідно приділити достатню увагу початковому озна​йомленню з функцією у=х2 і сформувати в учнів чіткі уявлення про її графік і властивості.
Функція у = х2
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Радимо почати вивчення функції у=х2 з побудови графіка за допомогою таблиці, а потім прийти до уза​гальнення. Побудуємо графік функціональної залежності у=х2 (рис. 7) за координатами його точок. Учитель пропонує учням заповнити таблицю для цілочислених значень аргументу. Для зручності виконання побудови в зошитах беремо значення від -3 до 3. Утворені точки учні сполучають плавною лінією. Учитель пояснює, що криву такого вигляду називають параболою, і показує то​чне зображення параболи у = х2 (на таблиці, плакаті чи за допомогою інтерактивної дошки).
Вводяться терміни: вершина параболи, вітки параболи.
Учням   пропонується   відповісти   на  такі  запитання:
1. Як розміщений графік відносно осі х?
2. Скільки точок графіка розміщено на осі х; у?
3. Чому графік розміщений над віссю х?
Очікувана відповідь: тому, що при будь-якому значен​ні аргументу х функція у не може мати від'ємного зна​чення.
4. Як розміщені відносно координатних осей точки графіка, абсциси яких дорівнюють відповідно х​1 == -3,  х2 = 3?
Учні роблять висновок, що ці точки симетричні відносно осі у.
Можна запитати учнів, при яких значеннях аргу​менту функція у = х2 спа​дає, при яких зростає. Яких значень може набувати аргумент х, тобто яка об​ласть визначення цієї функції?
Обов'язковими є такі знання про властивості графіка функції у = х2:
· весь графік функції у=х2 розміщений у верх​ній координатній півплощині;
· тільки одна його точка лежить на осі х;
· графік симетричний відносно осі у; 
· кожна   вітка   параболи— графіка функції у=х2 — нескінченна.
Щодо властивостей функції у = х2, то учні повинні зна​ти, що областю її визначення є всі числа від —
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до + 
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. У проміжку (—
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; 0) функція спадає, а в проміжку (0; + 
[image: image26.wmf]¥

) — зростає.
Для зручності виконання побудов використовують ша​блони графіків. Для креслення графіків у зошитах шабло​ни роблять у масштабі 1см = 1од. Виготовляють їх з цуп​кого паперу або картону, наклеюючи на нього міліметровий папір. Для викреслювання графіків на дошці виготов​ляють шаблон у масштабі 1 дм = 1 од. На шаблоні обо​в'язково повинна бути показана вісь симетрії. Викори​стання шаблонів застереже учнів від неправильних побу​дов — викреслювання частини параболи при вершині 0 у вигляді вістря, відсутності плавних переходів при спо​лученні точок тощо. Для прискорення побудови графіків бажано мати спеціальну дошку з координатною сіткою.
Квадратний тричлен
Вивчення квадратичної функції у загальному вигляді починається з розгляду квадратного тричлена і його ко​ренів. Квадратним тричленом називають многочлен виду ах2+bх+с, де х — змінна, а, b і с — деякі числа, причому а#=0^Треба підкреслити учням, що квадратний тричлен відрізняється від лівої частини рівняння ax2 + bx + c — 0 тим, що в рівнянні під х ми розуміємо тільки ті числа, які задовольняють рівняння, тобто перетворюють ліву його частину в нуль, а в тричлені х означає будь-яке число.

Корені тричлена це корені квадратного рівняння ax2+bx+c=0. Дискримінант квадратного рівняння на​зивають також дискримінантом відповідного квадрат​ного тричлена. Для коренів квадратного тричлена збе​рігаються відомі залежності числа коренів від його ди​скримінанта, а також має місце теорема Вієта.
Серйозної уваги потребує розклад квадратного тричлена на множники, бо як показує досвід, учні сприйма​ють цей матеріал з певними труднощами переважно технічного порядку, пов'язаними з тотожними пере​твореннями. Тому розглядові цього питання мають пере​дувати підготовчі вправи і повторення деяких елемен​тів теорії. Так, необхідно повторити з учнями спосіб групування при розкладанні многочлена на множники, запис теореми Вієта в загальному вигляді та інші пи​тання  
(залежно від підготовки класу).  На  конкретних
прикладах учні мають переконатися, що коли тричлен не має коренів, то його не можна розкласти на множ​ники, які є многочленами першого степеня.
Розгляд властивостей квадратичної функції та її гра​фіка починаємо з окремого виду цієї функції, а саме у=-х2, властивості якої вже відомі учням. Це дає змогу взяти за основу ці властивості і, переходячи до склад​ніших видів квадратичної функції, доповнювати їх.
Але треба забезпечити логічний перехід від розгляду квадратного тричлена до квадратичної функції у за​гальному вигляді. З цією метою виклад матеріалу по​чинаємо з означення: квадратичною функцією називають функцію, яку можна задати формулою виду у=ах2+bх+с, де х — незалежна змінна, a, b і с — деякі числа, причому а
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0. Якщо b = 0, дістаємо функцію виду у=ах2+с; якщо с=0, матимемо у = ах2+bх; якщо b=0, с=0, то у = ах2.
Якщо у функції у=ах2 коефіцієнт а= 1, матимемо уже відому нам функцію у=х2. Залежність у = х2 є квадратич​ною функцією найпростішого виду.
Далі розглядаємо функцію у = ах2 та її графік.
Функція у = ах2
Для побудови графіка функції у = ах2 складаємо таб​лицю 13, надаючи коефіцієнту а значення 1 і інших число​вих значень: додатних (цілих і дробових); від'ємних (ці​лих і дробових).
Таблиця 13
	х
	-3
	-2
	 -1
	0
	1
	2
	3

	у=х2
	9
	4
	1
	0
	1
	4
	9

	у=2
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Побудувавши графіки на одному малюнку, можемо встановити особливості графіка функції у=ах2 (рис. 8).
Графік функції у = ах2 при різних значеннях коефіці​єнта а являє собою «сім'ю» парабол з вершинами в початку координат.

Вісь у є спільною віссю симетрії всіх кривих цієї «сім'ї».
Вітки параболи спрямовані вгору при а>0 і вниз при а<0.
Крутизна параболи залежить від абсолютної величини (модуля) коефіцієнта а. Чим більше |а| , тим «крутіші» вітки параболи, чим менше \а\, тим вони «пологіші». При а> 1 вітки параболи у = ах2 «крутіші», ніж відповідні вітки параболи у = х2, а при а< 1 вітки параболи у = ах2 «поло​гіші», ніж у графіка у=х2, (а>0).
 Параболи, що відповідають функціям у = ах2 і у= —ах1, розміщуються симетрично одна одній відносно осі абсцис.
За графіком встановлюємо властивості функції у —ах2, які доцільно звести в таблицю 14.
Таблиця 14
	а>0
	а<0

	Функція невід'ємна. При х<0 (в проміжку(—
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; 0) функція спадає, а при х>0 (в проміжку (0;+ 
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)) — зростає.
При  x
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 У точці х=0 функція на​буває найменшого значення y=0. Зміна функції відбувається тим швидше, чим більше \а\.
	Функція  не набуває додатних значень.
При х<0 (в проміжку(—
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; 0) функція зростає, а при x>0 (в проміжку (0; +
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)) — спадає.
При х
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У точці х=0 функція на​буває найбільшого значення y=0. Зміна функції відбувається тим швидше, чим більше \а\.


Вправи.
1.
При якому значенні аргументу функція у=-Зх2 набуває значення, що дорівнює 75?
Очікувана відповідь. Функція y= -Зх2 не набуває додатних значень при жодному значенні аргу​менту.
2.
При якому значенні аргументу функція у=0,25х2 набуває значення, що дорівнює -2,25?
Очікувана відповідь. Дана функція невід'єм​на при всіх значеннях аргументу (на всій області визна​чення).
3.
Яка з функцій у=3х2 чи у =4х2 має крутіший графік?
Очікувана   відповідь.   Функція у=4х2. За бажанням учитель може звернути увагу учнів на той факт, що для функцій у=х2 і у = ах2   у( — х)=у(х). Функції, які задовольняють цю умову, називають парними, а   графіки   парних  функцій  симетричні  відносно  осі у.
Функція у=ах2+т
Переходимо до розгляду квадратичних функцій у= х2+т, у = ах2+т та їх графіків. Якщо параболу у=х2 перенести вздовж осі у паралельно самій собі на відстань т одиниць (т>0), то ординати всіх її точок збільшаться на т. Новому положенню параболи відпові​датиме формула у=х2+т. Вершина параболи у=х2+т матиме координати (0; т). На рис. 9 показано випадки розміщення графіків функцій у=х2+т при різних зна​ченнях т.
Графік функції у = ах2 + т можна дістати паралельним перенесенням графіка функції у = ах2 уздовж осі у на |т|  одиниць: 

· вгору (при т>0) 
· вниз (при т<0). 
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 [image: image54.png](puc.10)




Різні ви​падки розміщення графіків y=аx2+т залежно від харак​теру параметрів а і т подано на рис. 10.
Зазначені залежності лежать в основі побудови гра​фіків 
y=х2+т і у=ах2+т за допомогою шаблонів для креслення парабол у = х2; у=ах2.
Для закріплення властивостей графіка функції у=ах2+т доцільно розглянути такі запитання.
1) Якщо кожну точку графіка функції у=ах2 «під​няти» («опустити») на 4 одиниці в додатному (від'ємному) напрямку осі у, то графіки яких функцій дістанемо?
2) У якому напрямку і на скільки одиниць треба пере​нести графік функції у= ах2+2, щоб дістати графік функ​ції у=ах2- 3,5?
3) У якому напрямку і на скільки одиниць треба пере​нести графік функції у = ах2-4, щоб дістати графік функ​ції у = ах2 +2?
Таким чином, учні повинні усвідомити, що графіки функцій у=ах2+т і у = ах2 однакові за формою, але по-різному розміщені на координатній площині.
Функція   у= а(х+п)2
Наступним кроком є розгляд квадратичних функцій виду у=(х+п)2 , у=а(х+ n) 2. Насамперед учням тре​ба показати, що в окремих випадках формулу, яка задає квадратичну функцію, можна записати у вигляді y=(x+n) 2  і  у = а(х+п)2. Наприклад, x2+10x+25 є квадрат двочлена  х+5,  отже, у=х2+10x+25  можна записати як у={х+5)2. Так само у=х2
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Нехай маємо тричлен Зх2 + Зх+0,75. Винісши за дуж​ки спільний множник 3, дістанемо 3(х2+х+0,25) = 3(х+0,5)2. Отже, y=3(x+0,5)2. Формулу 
у=-2х2+28х -98 можна записати у вигляді у=-2(х-7)2.
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Побудуємо графіки двох функцій у=(х—З)2, у=(х+2) 2   і порівняємо їх з графіком у = х2.
Розглядаючи графік функції у=(х- З)2 (рис. 11), помічаємо, що він являє собою параболу у = х , зміщену вздовж осі х на три одиниці вправо. Відповідно графік функції у = (х + 2)2— парабола, перенесена вздовж осі х на дві одиниці вліво.
Отже, графік функції у=(х+п)2 можна дістати пере​несенням параболи у=х2   уздовж осі х на|п| одиниць-при п>0 зміщення відбувається вліво, а при n<0 вправо. В обох випадках  вісь симетрії параболи паралель осі у.

Так само графік функції у=а(х+п)2 можна дістати з графіка функції у = ах2 (рис. 12).
Для кращого усвідомлення цих відомостей треба з'ясувати з учнями питання:
1. [image: image366.png](puc.12)



Що  являє  собою  графік  функції  у= 1,5(х — 2)2?
2. В якій точці знаходиться вершина параболи у= 1,2(х+5) 2 ?
3. В   якій   точці   знаходиться   вершина   параболи  
[image: image57.wmf]2

4

1

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

х

у

?
       4.
У якому напрямку і на скільки одиниць треба змі​стити графік функції у= 2(х+1 )2, щоб дістати графік
y=2(x+4)2?
Відповідь: вліво на 3 одиниці.
5.
Як треба змістити графік функції у=-(х-2)2  щоб дістати графік функції у=-(х + 2)2?
Відповідь: вліво на 4 одиниці.
Учням, які не можуть уявити ці зміщення графіків, треба порадити користуватися шаблонами, робити ескізи графіків.
Доцільно розглянути вправи за готовими графіками, наприклад: за даним графіком функції у= - (х+1,5)2 по​яснити, якими перетвореннями можна дістати його з графі​ка функції у=х2.
Графік функції у=а(х+п)2+т
Як і в попередньому випадку, спочатку необхідно пока​зати, що формулу
 у = ах2 + bх + с, якою задано квадра​тичну функцію, можна подати у вигляді y=a(x+n)2+m. Для цього треба виділити з тричлена квадрат двочлена. Треба нагадати учням, що вони вже виконували таке перетворення під час виведення формули коренів квад​ратного рівняння.
Нехай треба побудувати графік функції у = х2-10х+19. Виділимо в цьому тричлені квадрат двочлена y=х2-2*5*x+25-25+19=(x-5)2-6.
Розглянемо ще один приклад: у = 4х2+4х- 3. 


[image: image58.wmf]4

2

1

4

1

_

2

1

4

4

3

4

1

4

1

4

4

3

4

2

2

2

2

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

х

х

х

х

х

х

у


[image: image367.png](puc. 13)



Таким чином, квадратичну функцію, задану форму​лою у = ах2 + bх + с, можна подати у вигляді у = = а(х+п)2+т.
Щоб    виявити    особливості    графіка    функції    у= (х+п)2+т порівняємо, наприклад, дві функції: у=(х—2)2 і
 у= (х—2)2- 5. При одних і тих самих значеннях аргументу х значення другої функції на 5 одиниць менші за відповідні значення першої функції.
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Отже, можна твердити, що графік функції у = (х-2)2-5 є парабола у=(х-2)2, зміщена уздовж осі у вниз паралельно самій собі на 5 масштабних одиниць (рис. 13).
Вершина параболи міститься в точці (2; -5). У загаль​ному випадку графік функції у= (х+п)2+т є парабола, вісь симетрії якої паралельна осі у, а вершина міститься в точці (- п; т). Цю параболу можна дістати зміщенням параболи у=х2 паралельно самій собі спочатку вздовж осі х так, щоб вершина попала в точку (п; 0), а потім уз​довж осі у так, щоб вершина попала в точку (п; т) (рис. 14).
Міркування щодо побудови графіка функції у=-a(x+n)2+m будуть аналогічні до попередніх. 
Відмінність лише в тому, що тут треба виконати паралельне перенесен​ня параболи у=ах2, а не у=х2.
Різні випадки розміщення графіків функції залежно від характеру параметрів а, п і т подано на мал. 15.
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Зауваження. Графік функції у=ах2+bx+с мож​на побудувати і так: спочатку будуємо графік функції у = ах2+bх, а потім переносимо його на |с| одиниць у на​прямі осі у, якщо c<0 або в протилежному напрямі, якщо с<0.
Для застосування властивостей квадратичної функції необхідно, щоб учні усвідомили зв'язок між записом певних властивостей в аналітичній формі і їх геометрич​ним зображенням. Насамперед треба, щоб школярі вмі​ли за графіком сформулювати властивості функції (зро​стання чи спадання, нулі функції, області додатних і від'ємних значень, парність і непарність). Записуючи пев​ну властивість функції в аналітичній формі, вони повинні уявляти геометричну інтерпретацію цієї влас​тивості.

Для закріплення відомостей про графік функції у=- a(x+n)2+m розглядають такі запитання:
1.
Чи впливає коефіцієнт а параболи y=a(x+n)2+m  на положення її вершини?
Очікувана   відповідь. Не впливає.
2. Як впливає коєфіцієнт а на форму параболи у = а(х + п)2+т?
Очікувана відповідь. Чим більше |а|, тим «крутіше» вітки параболи.
3.
Чи впливають параметри п і т параболи
y = a(x+n) 2+m на її форму?
Очікувана  відповідь. Не впливають.
4.
Чи залежить розміщення параболи у=-а(х+п)2+т
від параметрів т і п?
Очікувана відповідь. Залежить положення першини параболи.
Уміння читати графіки квадратичних функцій включа​ють такі дії:
а) знаходження значення функції, яке відповідає да​ному значенню аргументу;
б)
знаходження значення аргументу, якому відповідає дане значення функції;
в)
визначення значень аргументу, при яких значення функції дорівнюють нулю;
г)
знаходження проміжків, на яких функція зростає, спадає;
д)
уміння визначити, чи має графік функції вісь симет​рії.
Функція у= 
[image: image59.wmf]х

 та її графік
У підручнику функція у=
[image: image60.wmf]х

розглядається у зв'язку з вивченням квадратних коренів. Співставляються дві за​дачі: знайти площу S квадрата за його стороною а і відпо​відно знайти сторону а квадрата, якщо відома його пло​ща S. Підкреслюється, що формулами S = a2, де а
[image: image61.wmf]³

0 і a=
[image: image62.wmf]S

 задаються функціональні залежності між одними й тими самими змінними, проте у першому випадку неза​лежною змінною є сторона квадрата, а в другому — пло​ща.    

[image: image370.png](puc. 16)



Далі здійснюється перехід до стандартних позначень функції буквою у і аргументу — буквою х. Цей перехід треба пояснити учням.
Отже, маємо, у = х2, де х
[image: image63.wmf]³

0 і у=
[image: image64.wmf]х

. Переходячи до побудови графіка функції у=
[image: image65.wmf]х

, треба пригадати з уч​нями означення арифметичного квадратного кореня з чис​ла х. Це невід'ємне число, квадрат якого дорівнює х. Отже, формулою у = 
[image: image66.wmf]х

 задається функція, визначена при всіх не​від'ємних значеннях змінної х. Визначається розміщення графіка функції у=
[image: image67.wmf]х

 на координатній площині.

Для складання таблиці значень аргументу і функції треба використати калькулятор. Побудувавши за цими даними графік (рис. 16), порівнюємо його з графіком функції и = х2. де х
[image: image68.wmf]³

0.
[image: image371.png](puc.17)



В обох випадках цими графіками є частина пара​боли. Графік у=
[image: image69.wmf]х

 розмі​щений відносно осі х так само, як графік функції у = х2 при х
[image: image70.wmf]³

0 відносно осі у.
Зобразивши обидва гра​фіки на одному малюнку, наочно показуємо учням, що вони симетричні віднос​но прямої у=х (бісектриси першого координатного кута)   (рис. 17).
За допомогою графіка учні переконуються також, що більшому числу відпо​відає більше значення квадратного кореня. Пере​важна більшість вправ за цим матеріалом — на об​числення за допомогою графіка значень аргументу і функції. Проте треба при​ділити достатню увагу і розв'язанню вправ такого змісту:
1. Чи належить графіку y=
[image: image71.wmf]х

:
 а) точка А (—16; 4);  б) точка В (49; —7)?
2.
Чи   перетинає   графік   функції   у=
[image: image72.wmf]х

   пряма:   а) y = 5; б)  y=-5?     .
3.
Чи існує значення змінної х, при якому: a) 3
[image: image73.wmf]х

=0; б) 
[image: image74.wmf]х

=-3; в) 5+
[image: image75.wmf]х

=0?
Відповідаючи на ці питання, учні посилаються на умову х
[image: image76.wmf]³

0 і означення арифметичного кореня.
Під час вивчення функції у=
[image: image77.wmf]х

 доцільно повторити поняття «область значень функції».
Функція у =
[image: image78.wmf]x

k

 
Вивчення цієї функції доцільно почати з розгляду кон​кретних прикладів.
1.
Площа прямокутника, виміри якого дорівнюють х і у, виражається формулою xy = k, звідки у =
[image: image79.wmf]x

k

.
2.
Відстань між двома пунктами дорівнює 150м, х — швидкість  руху,  м/с, у — час  руху,  с  Тоді у=
[image: image80.wmf]x

150

.
У цих прикладах змінні х і у набувають лише додатних значень і пов'язані між собою так, що із збільшенням зна​чень 

х і у кілька разів відповідні значення у зменшуються В стільки ж разів. Такі змінні називають обернено пропорційними.
Формулами у= 
[image: image81.wmf]x

k

, у=
[image: image82.wmf]x

150

 задаються функції. Функція, яку можна задати формулою виду у=
[image: image83.wmf]x

k

, де х — не залежна змінна і k — число, що не дорівнює нулю, називається оберненою пропорційністю.
Про змінну у кажуть, що вона обернено пропорцій​на до змінної х.
Областю визначення функції, яка задається формулою у=
[image: image84.wmf]x

k

, є множина всіх дійсних чисел, відмінних від 0. Це випливає з того, що вираз у= 
[image: image85.wmf]x

k

 має зміст при всіх значен​нях х, де х
[image: image86.wmf]¹

0.
Далі розглядається графік функції у=
[image: image87.wmf]x

k

   для k>0 і k<0. Підкреслюється, що графіком функції у=
[image: image88.wmf]x

k

 є дві криві лінії, що утворюють одну геометричну фігуру, яка називається гіперболою. Оскільки число 0 не входить в область визначення функції, то на графіку немає точок з абсцисою 0, тобто графік не перетинає вісь у. Оскільки при жодному х значення у не дорівнює 0, то графік не перетинає і вісь х.
Чим більша додатна абсциса точки графіка, тим бли​жче ця точка розміщена до осі абсцис. Чим ближче додатне значення х до нуля, тим більше відповідне йому значення у. Протилежним значенням х відповідають протилежні зна​чення у. Тому кожній точці графіка з від'ємними коорди​натами відповідає симетрична відносно початку координат точка графіка з додатними координатами.

Якщо в формулі у =
[image: image89.wmf]x

k

    k<0, то додатним значенням х відповідають від'ємні значення у і від'ємним значенням х відповідають додатні значення у.
У задачах з конкретним змістом область визначення функції у=
[image: image90.wmf]x

k

 може складатися не з усіх відмінних від 0 чисел.
Поступово учні засвоюють властивості функції у=
[image: image91.wmf]x

k

   для   k>0 і k<0 у такому формулюванні:
1. Функція у=
[image: image92.wmf]x

k

, де k — додатне число, набуває від'​ємних значень, коли х<0, і додатних значень, коли x>0.
2. Функція у=
[image: image93.wmf]x

k

, де k — додатне число, спадає на кожному з проміжків 
(—
[image: image94.wmf]¥

; 0) і (0;  +
[image: image95.wmf]¥

)-
3. Функція у=
[image: image96.wmf]x

k

, де k — від'ємне число, набуває до​датних значень, якщо х<0, і від'ємних значень, якщо x>0.
4.
Функція у=
[image: image97.wmf]x

k

, де k — від ємне число, зростає на кожному з проміжків  (—
[image: image98.wmf]¥

; 0) і (0;   + 
[image: image99.wmf]¥

). Для кращого сприймання цих властивостей учнями доцільно, щоб вони колективно склали таблицю, де ці властивості пов'язувалися б з відповідними графі​ками.
Функція у= |х|
Програма передбачає розглянути функцію у=|х| та її графік під час вивчення розділу «Нерівності» у 8-му класі і орієнтує на розв'язання спеціальних вправ, за до​помогою яких з'ясовується характер зміни цієї функції і особливості її графіка.
Зважаючи на важливість цих відомостей і на те, що вони сприймаються з певними труднощами, ми радимо збільшити час на їх розгляд, а з учнями, які цікавляться математикою, розглянути в певній системі вправи усклад​неного характеру. Орієнтовний зміст таких вправ подано нижче.

[image: image372.png]y=-lx]
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Функцію у=|х| та її графік доцільно розглянути вперше під час вивчення графіка прямої пропорційної залежності y=kx. Необхідно звернути увагу учнів на те, що у формулі у=|х| коефіцієнт k=1. Далі вчитель про​понує учням пригадати означення модуля, наголошуючи на тому, що саме на основі цього означення будують графік функції у=|х|. Розглядають два випадки:
[image: image373.png]


       1.  у=х, коли х
[image: image100.wmf]³

0.
Графік — промінь, який є бісектрисою першого коорди​натного кута;
2.
у=-х, коли х<0. Графік — промінь, який є бі​сектрисою другого координатного кута.
Отже, графік функції у=|х| складається з двох про​менів, які виходять з початку координат (рис. 18).
Областю визначення функції y=|х| є уся числова пряма.
У ході подальшого вивчення відомостей про функцію доцільно побудувати графік залежності у= -|х| (рис. 19).
Учні повинні самостійно дійти висновку, що графік функції у=-|х| проходить через початок координат, складається з двох півпрямих, симетричних відносно осі у, розміщених у нижній півплощині.
Функції у=|kx|, y=k|x| +b(к
[image: image101.wmf]¹

0)
[image: image374.png]


Для закріплення і поглиблення матеріалу учні бу​дують графіки функцій у=|3х|   (рис.20)   і у= - |3х| (рис.21),  
у= |0,5x;| та у=
[image: image102.wmf]х

2

1

-

   і подібних.
[image: image375.png](puc.21)



Дослідним шляхом учні переконуються, що на одній півпрямій графіка більшому значенню х відповідає більше значення у (тобто функція зростає), а на другій — біль​шому значенню х відповідає менше значення у (тобто функція спадає).
Доцільно розглянути і графіки таких залежностей: |x| =1 та |у| = 1.
Спираючись на означення модуля, замінимо рівняння |x| = 1 двома такими: х= 1, якщо х
[image: image103.wmf]³

0, х= -1, якщо х<0.
Шуканий   графік   є   сукупністю   цих   двох   прямих (рис. 22). Міркуючи аналогічно, побудуємо графік |у|= 1; у=1, якщо y
[image: image104.wmf]³

0 і у=-1, якщо у<0 
(рис. 23).
Розгляд таких вправ ще раз проілюструє учням влас​тивість модуля числа |х| = |-х|, сприятиме кращому усвідомленню понять парної і непарної функцій. Учні роблять висновок, що функція у=|х| —парна, а отже, графік її симетричний відносно осі у. Виходячи з цього, можна сформулювати більш загальне правило побудови графіка функції у=|х|: щоб побудувати графік функції у=|х|, досить побудувати графік функції у= х для х
[image: image105.wmf]³

0, і відобразити його симетрично відносно осі у.
[image: image106.png](puc. 22)
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 Варто звернути увагу учнів також на те, що коли коефіцієнт | k | > 1, то півпрямі звужують ламану, а коли ко​ефіцієнт |k|<1, то півпрямі розширюють її.

Коли учні набудуть досвіду побудови і читання гра​фіків функцій, слід продовжити розгляд вправ, де аргумент входить під знак модуля. Графік функції y=k|x|+b можна побудувати так: будуємо графік функції y = kx+b для х>0 і відображаємо його симетрично відносно осі у. У загальному вигляді графік функції y=k|x|+b— ламана, що складається з двох ланок.

[image: image376.png]y=lx|+2




Приклад 1. Побудувати графік функції у=|х| +2. Виконаємо побудову, використовуючи означення моду​ля: накреслимо пряму у=х+2 (для х>0), а потім пря​му у=- х+2 (для х<0) (рис. 24).
Пам'ятаючи, що функція у= |х| +2 — парна, тобто її графік симетричний відносно осі у, можна обмежитися побудовою за двома точками прямої у=х+2 (для х
[image: image107.wmf]³

0) і відобразити її симетрично відносно осі у.
[image: image377.png](puc.
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П р и к л а д 2. Побудувати графік функції у=1 - 2|x|. Виконаємо    побудову    графіка    функції    
у=1- 2х (для х
[image: image108.wmf]³

0) і відобразимо його симетрично відносно осі у (рис. 25).
Після розв’язування подібних вправ корисно запропонувати учням зробити деякі узагальнення, а саме:
а) коли перед |х| стоїть знак плюс, то півпрямі направлені вгору, а  коли стоїть знак мінус—униз;
б) коли в формулі y=kx+b число b–додатне, то графік функції y=k|x| переміщується на |b| одиниць вгору вздовж осі у, а коли    число b—додатне  від’ємне, то—на  |b| одиниць униз.
 Функція у=|kx+b|

 
Під час повторення і систематизації відомостей про лінійну функцію у сильних класах доцільно ознайомити учнів з графіком функції y=|kx+b|, наголошуючи на відмінностях функцій y=|kx| і y=|kx+b| та їх гра​фіків.

Підкреслимо, що з перших кроків вивчення функцій, (вданих формулами з вживанням знака модуля, треба чітко розрізняти функції виду y=f{|x|) і y=|f(x)|.
По-перше, функція y=|f(x)| не є парною, тому не можна застосовувати симетричне відображення відносно осі у частини графіка. По-друге, з формули, якою задана функція y=|f(x)|, ясно, що вона набуває лише невід'​ємних значень, отже, її графік розміщується лише у першо​му і другому координатних кутах. По-третє, оскільки з означення модуля випливає, що 
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то очевидна симетричність графіків функцій y=f(x) і у= —f(x) відносно осі х. Спираючись на ці міркування, приходимо до такого висновку: щоб побудувати графік функції y=|kx+b| досить побудувати пряму у=кх+b  (для  kx+b
[image: image110.wmf]³

0,  х
[image: image111.wmf]³



 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf]k

b

-

).   Потім  ту  частину  прямої, якій відповідають від'ємні значення у, відобразити си​метрично відносно осі х.
Приклад 1. Побудувати графік функції 
у= |х—3|.
Побудуємо за двома точками пряму у=х—3 і ту її частину, якій відповідають від'ємні значення у, відобра​зимо симетрично відносно осі х (рис. 26). Варто запро​понувати учням визначити, чи має графік вісь симетрії, эаписати її рівняння х=3.
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Приклад   2. Побудувати графік функції у = |2х+2|.
Побудуємо пряму у=2х+2 і відобразимо ту її части​ну, якій відповідають від'ємні значення у, симетрично відносні осі х (рис. 27).
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Приклад    3.    Побудувати   графік   функції   у=|x+1|.
Розпочнемо з побудови графіка у=-(х+1) (рис. 28). Другим кроком буде відображення частини прямої у=- х-1, якій відповідають додатні значення у, си​метрично відносно осі х (тому, що за умовою у набуває лише від'ємних значень). Звертаємо увагу учнів на те, що віссю симетрії графіка буде пряма у=-1 .
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Приклад     4.    Побудувати графік  функції  у=1 + |x-3|.
Для побудови цього графіка Треба виконати перемі​щення графіка функції y=|х-3| на одну одиницю вгору відносно осі х

 (рис. 29)
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Приклад 5. Побудувати графік функції у =-|х + 2|- 4.   Аналогічно до  попереднього виконаємо переміщення графіка

 у= -|х+2| на 4 одиниці униз відносно осі у (рис. 30).
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Приклад  6.   Побуду​вати графік функції у=
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 .
Перш  за  все визначимо ОДЗ: х
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0. За означенням модуля  
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х

= 1,  якщо  Х>0  і   
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х

=-1,  якщо х<0. 
Графік матиме розрив у точ​ці нуль і складається із двох півпрямих 
(рис. 31). 

[image: image384.png]yex+l

y=-]xz+1]

(puc. 28)



Приклад  7.   Побудувати графік функції у=
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 Графік оберненої пропорційності у=
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1

 {х
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0) добре відомий учням. Позбувшись знака модуля, дістанемо: у=
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2

, якщо х>0, у=
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 якщо х<0 (рис. 32). 
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Приклад  8. Побудувати графік функції у =| х2 — 4 |
Графіком функції у = х2-4 є парабола, алгоритм побу​дови якої добре відомий. Побудуємо графік і позначимо штриховою лінією. Виконаємо рівносильні перетворення, щоб позбутися модуля:

а)
у=x2- 4, якщо х2>4, або |х|
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2, звідки х
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2, х
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-2. Отже, коли х2
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4, графіком функції є вітки параболи, які розміщені у проміжках (-
[image: image126.wmf]¥

; — 2] і [2; +
[image: image127.wmf]¥

)  (рис. 33).
б)
у=-х2 + 4, якщо х2<4, або |х|<2, звідки - 2<х<2. Отже, коли х2<4, графіку функції відповідає частина дуги параболи (проміжок ( — 2; 2)), дзеркально відображена відносно осі х.
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Приклад 9. Побудувати графік функції у=|-x2 + 6х-8|.
Побудуємо параболу у=-х2+6х-8. її вітки, що відповідають від'ємним значенням у з проміжків (-
[image: image128.wmf]¥

; 2) та (4; +
[image: image129.wmf]¥

), відобразимо симетрично відносно осі х, тобто виконаємо дзеркальне  відображення. Дістанемо шукану параболу (рис. 34).
Приклад    10.   Побудувати графік функції   у=
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. Скориставшись залежністю 
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, матимемо у== |х+1|+|х — 2|.
Розглянемо такі випадки:
а)
у = х+1+х — 2=2х—1, якщо х+1
[image: image132.wmf]³

0 і х—2
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0, тобто х
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2;
б)
у=x+1-х+2 = 3, якщо х+1
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0 і х — 2<0, тобто  -1
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х<2;
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в)
у=-х-1+х-2=-3, якщо х+1<0 і
 х—2
[image: image137.wmf]³

0,
тобто х<-1 і х
[image: image138.wmf]³

2 (це неможливо);
г)
y=-х-1-х+2 =-2х+1, якщо х+1<0 і х-2<0, тобто х<-1.
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Отже, розіб'ємо вісь х на такі проміжки: (-
[image: image139.wmf]¥

;-1), [- 1; 2) і [2; +
[image: image140.wmf]¥

) і на кожному з них побудуємо графік відповідної лінійної функції. Матимемо ламану, що скла​дається з трьох ланок (рис. 35).
П р и к л а д    11.   Побудувати   графік   функції   у=
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Маємо: у=|1 +х| -|1-х|. Можливі випадки:
а)
y=1+х-1+х = 2х, якщо 1+х
[image: image142.wmf]³

0 і 
1-х
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0, тобто -1
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х
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1;
б)
у=-1-x-1+х=2,   якщо   1+х>0   і   1—х<0, тобто х> 1; 

в) у=-1-х-1+х=-2, якщо 1+х<0 і 
1-х
[image: image146.wmf]³

0, тобто х <-1; 

г) у=-1-х+1-х=-2х, якщо 1+х<0  і 1-х<0 –прийшли до суперечності, отже, цей випадок до уваги не беремо.

Вісь х розділена на 3 проміжки: (-
[image: image147.wmf]¥

; -1), [-1; 1] і (1; +
[image: image148.wmf]¥

). Накреслимо відповідні ланки ламаної для кож​ного з проміжків     (рис. 36).
Приклад 12. Побу​дувати графік функції у=||x|-1|.
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 Графіки, що містять кіль​ка знаків модуля, починаємо будувати поетапно: спочатку накреслимо штриховою лінією графік функції
 у= |х|, потім у=|х|-1, тобто графік у=|х| перенесемо на одну одиницю вниз уздовж осі у. Нарешті, частину графіка функції у=|х|-1, якій від​повідають від'ємні ординати, дзеркально відобразимо від​носно осі х. Графіком є лама​на (рис. 37).
Степенева функція
Вивченню степеневої функції передує розгляд парних і непарних функцій. Ці поняття дають змогу зразу система​тизувати степеневі функції за ознакою парності чи непарності, допомагають учням усвідомити спільне й відмінне у розміщенні на координатній площині графіків степеневих функцій з парним  і відповідно непарним показниками.

З означення парної функції випливає, що області ви​значення парної функції поряд з кожним числом х нале​жить і протилежне число —х. Це дуже суттєве зауважен​ня. Учні допускають, наприклад, таку помилку: вважають, що функція, задана формулою у=х2, парна незалежно від того, яка її область визначення. Але ж якщо функція у=х2 розглядається лише на множині додатних чисел, то не виконується умова, що області визначення належить і чис​ло х, і протилежне йому число. Отже, в даному випадку не можна твердити, що функція у=х2 — парна. Необхід​ною і достатньою умовою того, що функція f(x) парна є: 1) область визначення парної функції така, що поряд з кожним числом х їй належить і число — х; 2) для будь-якого  аргументу справджується  рівність f(-x)=f(x).
З означення парної функції випливає, що її графік симетричний відносно осі у. Без доведення учням треба і сказати, що симетричність графіка деякої функції відносно Осі ординат можна вважати ознакою парності цієї функції. Аналогічно можна довести, що коли графік деякої функції симетричний відносно початку координат, то така функція непарна.) Це можна показати на графіку функції у=х3. Якщо вчитель, вивчаючи з учнями функції, ввів позначен​ня f(x), то парність і непарність можна розглядати, повто​ривши зміст символічного запису f(x). Якщо ж це позна​чення раніше не було введене, то розгляд парних і непар​них функцій доцільно почати з введення прийнятої функці​ональної символіки. Учитель пояснює, що в математиці під час розгляду функцій користуються спеціальними по​значеннями. Функціональну залежність змінної у від змін​ної х записують y=f(x).
Функції позначають також іншими буквами, наприклад y=g(x), y=p(x). Якщо, скажімо, функція задана формулою у=2х- 3, то цю формулу записують інакше а саме: f(x)=2x-3.
Треба запропонувати учням записати в такій формі відомі їм фунціональні залежності і знайти по кілька зна​чень f(x) при певних значеннях аргументу.
Функція у=хп (п — натуральне число)
В основній школі розглядається степенева функція ли​ше з натуральним показником. Головна мета вивчення її — узагальнити вивчені відомості про функції та їх гра​фіки, розглянути деякі нові властивості функцій. Зважаючи на те, що учні вже мають достатній досвід оперу​вання поняттям функції і відповідною термінологією, тре​ба почати безпосередньо з означення.

Функція у=хn, де п — сталий натуральний показник, а х — будь-яке дійсне число, називається степеневою фун​кцією з натуральним показником.
Далі розглядаються окремі випадки.
1. При п=1 функція у=х є окремим випадком ліній​ної функції y = kx+b (k =1, b = 0).
Учні пригадують, що графіком цієї функції є бісектриса першого і третього координатних кутів. Функція зростає на всій області визначення. Це означає, що коли вибрано два довільних значення х1 і х2 такі, що x2>х1, тоді відпо​відні значення функції у2>у1.
При х<0 і y<0; при х=0 іу=0;  при x>0 і у>0.
Новим для учнів є висновок про те, що графік функції у=х симетричний відносно початку координат   (повторюється
поняття центральної симетрії). Треба підкреслити також, що функція у=х— непарна.
2. При n==2 степенева функція має вигляд у=х2, тобто є окремим видом уже відомої учням квадратичної функції у=ах2+bx+c. Учні знають властивості цієї фун​кції з попереднього. Доцільно доповнити деякі з них. При х=0 і у=0, тобто графік функції проходить через початок координат. При всіх інших значеннях х — додатних і від'ємних — значення у додатні: графік проходить через першу і другу чверті.
При зміні значення аргументу х на протилежне зна​чення функції не змінюється: х2=(-х)2. Це означає, що функція у=х2 — парна. Графік функції симетричний від​носно осі ординат (осьова симетрія). Функція у=х2 має найменше значення, що дорівнює 0 (при х=0). Тут доцільно повторити поняття про область значень функції. Це додатні числа і число нуль.
3.  При п = 3 маємо степеневу функцію у=х3. Областю її визначення і областю значень є множина дійсних чи​сел. При х=0 і у=0 графік функції проходить через початок координат. З того, що (- х)3=-x3   випливає, що функція у=х3 непарна. Точки графіка, які мають протилежні абсциси, лежать симетрично відносно початку
координат  (центральна симетрія).
Якщо x>0, то у>0; якщо х<.0, то y<0, бо куб додатного числа — число додатне, а куб від'ємного — від'ємне.
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Далі учні складають таблицю і будують графік функції за точками, координати яких подано у таблиці (обчислення виконують за допомо​гою калькулятора). Графік цієї функції зображено на мал. 61. Він на​зивається кубічною параболою. Вла​стивості, які було встановлено ана​літично, простежуються за графіком. Функція у=х3 зростаюча в усій об​ласті визначення.
4. При n=4 степенева функція задається формулою у=х4. її вла​стивості аналогічні до властивостей функції у = х2, а графік при однако​вих значеннях аргументу при х>1 крутіше піднімається вгору.
Властивості степеневих функцій, встановлені для окре​мих значень показника п, можна узагальнити. Так, на​приклад, графік функції у=хn при будь-якому натураль​ному п проходить через початок координат і при х>0 розміщений над віссю абсцис. При х>0 функція зростає: якщо 0<х1<x2,, то 
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. Функції у=х2, у=х4, у=х6, ... (парні степені аргументу х) мають ту властивість, що зміна знака аргументу на протилежний не змінює значення самих цих функцій: (-х)2 = х2, (- х)4=х4, (-x) 6= x6. Ці функції — парні.
Якщо п — непарне, наприклад  дорівнює 3, 5, 7, то ( -x) n= — хn, тобто функція непарна.
Графіки непарних функцій симетричні відносно початку координат (центральна симетрія), а графіки парних функцій   симетричні  відносно  осі  у   (осьова  симетрія).
При непарному п функція у=хп зростає, при парному п функція спадає на множині від'ємних чисел і зростає на множині додатних чисел.
Областю значень функції у=хn при непарному п є множина всіх чисел.
Областю значень функції у=хп при парному п є множина невід'ємних чисел.
Властивості степеневої функції доцільно систематизу​вати в таблиці, де обов'язково вміщені графіки видозмін цієї функції.
Введення поняття тригонометричних функцій числового аргументу.

Насамперед потрібно згадати означення тригонометричних функ​цій кута і поширити їх на будь-яку градусну міру, ввести кут поворо​ту. Крім того, слід переконати учнів, що існує відповідність між мно​жиною дійсних чисел і множиною точок одиничного кола, для чого попередньо виконати таку вправу.

Приклад 1. Позначити на одиничному колі точки Ра , в які відображується початкова точка Р0(1;0) при повороті навколо центра кола на кут а радіанів, якщо а = 1, а = 
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, а = 
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, а=2, а=-1, а=0 (рис. 39).
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Розв'язання. За r=1 із формули дов​жини дуги, вираженої через радіанну міру, випливає l=rа=а, де а — радіанна міра центрального кута і відповідної йому дуги. Це означає, що числове значення довжини дуги збігається з числовим значенням її радіанної міри.
Оскільки точка 
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 , в яку відображується точка P0 (1; 0), лежить на перетині осі у з колом і   
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,   то точка P1,  в яку відображується P0(l;0), лежати​ме на колі між точками 
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 і 
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. Точки Р-1
і  
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   містяться на колі в четвертій чверті симетрично точкам Р1 і 
[image: image158.wmf]4

p

Р

  відносно осі х.
Числу а=0 відповідає точка Р0(1;0) — початок відліку дуг на одиничному колі, числу а=2   — точка P2, яка є кінцем дуги, що дорівнює двом дугам Р0Р1. Розв'язуючи цю вправу, небажано переходити від радіанної міри до градусної, хоч учням легше замінити 1 рад на 57°, а 
[image: image159.wmf]2

p

 рад — на 90° і відшукати точку Р1 на дузі кола. Важливо навчити учнів зна​ходити відповідні точки на колі для кутів, заданих радіанною мірою, оскільки ставиться за мету ввести поняття тригонометричної функції довільного числа.
На завершення розв'язування цієї вправи доцільно розглянути координатну вісь, яка є дотичною до одиничного кола в точці Р0(1;0), має початком відліку цю точку й одиницю відліку, що дорівнює радіусу одиничного кола. Якщо уявити цю координатну вісь такою, що не розтягується, і намотувати її на одиничне коло, то наочно виявляється відповідність між множиною R дійсних чисел і множиною точок одиничного кола.

Після цього увагу учнів звертають на те, що кожній точці Ра на одиничному колі відповідають її абсциса й ордината, які також залежать від числа а. Тому маємо ще дві залежності між дійсним числом і абсци​сою та ординатою відповідної точки Ра, в яку відображується початкова точка Р0 (1; 0) одиничного кола при повороті навколо центра кола на кут а радіанів. Отже, існують відповідності між множиною дійсних чисел і множиною абсцис і ординат точки Ра  одиничного кола. Ці залежності (відповідності) дістали назву тригонометричних функцій числа або три​гонометричних функцій числового аргументу.
Означення 1. Синусом числа а називають ординату точки Ра одиничного кола, в яку переходить початкова точка P0 (1; 0) при пово​роті навколо центра кола на кут 
[image: image160.wmf]a

 радіанів. Його позначають sin 
[image: image161.wmf]a

.

Означення 2. Косинусом числа а називають абсцису точки Ра одиничного кола, в яку переходить початкова точка Р0 (1; 0) при повороті навколо центра кола на кут 
[image: image162.wmf]a

 радіанів. Його позначають cos 
[image: image163.wmf]a

.
Означення   3.   Тангенсом  числа 
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 називають   відношення
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 , а котангенсом числа 
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 — відношення  
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. Їх позначають відповідно tg
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 і ctg
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Отже, за означенням, tg
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Оскільки кожному дійсному числу х можна поставити у відповід​ність дійсні числа sin х  і  cos х:, то вважатимемо, що на множині  R задано функції  у = sinх, у = cosх.   Враховуючи, що   у = tgx =
[image: image174.wmf]a
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 визначений для всіх х, крім тих, за яких cosx = 0, і кожному дійс​ному числу, крім x =
[image: image175.wmf]2
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+n
[image: image176.wmf]p

,n є Z, відповідає єдине число tgx, вва​жатимемо, що y=tgx—функція, областю визначення якої є всі дійсні числа, крім х =
[image: image177.wmf]2

p

+ n
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, де п є Z.
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Міркуючи аналогічно, можна зробити висновок, що функція y = ctgx областю визначення має множину всіх дійсних чисел, крім х = n
[image: image179.wmf]p

, n є Z.

Для побудови графіків функцій y = tgx і y=ctgx і для роз​в'язування деяких інших задач доцільно запровадити поняття лінії тангенсів і лінії котангенсів.

Послуговуючись означеннями 1—3, потрібно на уроці колек​тивно дослідити характер зміни значень кожної з тригонометричних функцій та їхніх знаків.
Для тангенса і котан​генса зручно використати їхні лінії як дотичні до одиничного кола. Запам'я​товуванню знаків функції по координатних чвертях сприяє схема, наведена на рис.40. 

З метою повторення відомостей з курсу геометрії про значення тригонометричних функцій кутів 30°, 45°, 60° слід знайти ці значення 

для відповідних радіанних мір.
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Приклад 2. Знайти значення всіх чотирьох тригонометричних функцій числа 
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.
Розв'язання. Щоб знайти sin
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 і cos
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, досить знайти ординату і абсцису точки  
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  (рис. 41), яка відтинає  
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   частини дуги  Р0
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.   У прямокутному трикутнику    OA
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A = 
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. Оскільки у прямокутному трикутнику катет,  що лежить напроти кута 
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, дорівнює половині гіпотенузи, то ОА =
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 . За теоремою Піфагора
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Аналогічно можна знайти значення тригонометричних функцій чи​сел 
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 і  
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. Учитель рекомендує учням запам'ятати значення функцій чисел 0, 
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,  оскільки ними часто послуговуються, розв'язуючи інші задачі. Ці значення зводять до таблиці.
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Введення обернених тригонометричних функцій.

У шкільному курсі математики існують різні методичні підходи до введення арк​косинуса, арксинуса, арктангенса. У посібнику  Шкіл М. І. Слєпкань З.І., Дубинчук О.С Алгебра і початки аналізу: підручник для 10 кл. загальноосвітніх навчальних закладів, в якому арксинус, арк​косинус і арктангенс вводять як обернені тригонометричні функції. Графічні ілюстрації та властивості відомих тригонометричних функ​цій сприяють свідомому [image: image393.png]»=2x+3 a

(puc. 42)



засвоєнню нових функцій і застосуванню їх до розв'язування тригонометричних рівнянь. Крім того, у такий спо​сіб реалізуються перспективні зв'язки з вивченням логарифмічної функції як оберненої до показникової, забезпечується дійовий зв'язок з курсом математичного аналізу, який вивчається у вищій школі.

За такого методичного підходу спочатку пояснюється поняття обер​неної функції, хоча за чинною програмою це має відбуватися пізніше, вії класі, перед вивченням логарифмічної функції. Доцільно це зро​бити на двох прикладах: лінійної функції у = 2х + 3 (рис. 42) і функ​ції у = х2 (рис. 43), чітко відокремивши три кроки, які потім бу​дуть узагальнені в алгоритм знаходження формули функції, оберненої до даної. Покажемо це на прикладі функції у = х2 .
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Областю визначення цієї функції є множина R усіх дійсних чисел, а областю значень — множина невід'ємних чисел, тобто х є R, у є [0,+
[image: image222.wmf]¥

).
Із графіка функції випливає, що кожного свого значення у0 (крім у0 = 0) вона набуває за двох значень аргументу х1 і х2. Якщо роз​глянути залежність змінної х від змінної у, то ця залежність не буде функцією, оскільки одному значенню у0 відповідають два значення змінної х. Це означає, що на всій області визначення (множині R) функція у = 
[image: image223.wmf]2

х

 не має оберненої. Проте якщо розглянути підмножини цієї множини, наприклад (-
[image: image224.wmf]¥

; 0] або [0;+ 
[image: image225.wmf]¥

), то на цих підмножинах функція у = 
[image: image226.wmf]2

х

 кожного свого значення набуває лише за одно​го значення аргументу. На першій з цих підмножин функція спадає, на другій — зростає. На кожній із них існує функція, обернена до у = х2.
Знайдемо, наприклад, функцію, обернену до у = 
[image: image227.wmf]2

х

 =f(x), якщо х є (-
[image: image228.wmf]¥

; 0]. У цьому випадку областю визначення є множина (-
[image: image229.wmf]¥

; 0], а   областю   значень    —    множина   невід'ємних   значень   у,   тобто у є 
[image: image230.wmf][
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+¥

,

0

.

Вважатимемо у  незалежною змінною,   а х   —   залежною  і розв'яжемо рівняння у=х2 стосовно змінної х. Це квадратне рівняння має два корені: 
х = ±
[image: image231.wmf]у

. Однак за умовою х недодатне, тому х=-
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.  Функція х=-
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 є оберненою до у = 
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х

   за умови х
[image: image237.wmf]£

0.
Поміняємо у формулі х =-
[image: image238.wmf]у

 позначення незалежної та залежної змінних, оскільки незалежну змінну позначають буквою х, а залежну — у. Дістанемо функцію у = -
[image: image239.wmf]х

 = 
[image: image240.wmf]j

(х), обернену до у = 
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х

 ,  х
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0.
Областю визначення оберненої функції у = -
[image: image243.wmf]х

 =
[image: image244.wmf]j

(х) є множина 
[image: image245.wmf][
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 , адже арифметичний корінь існує лише для невід'ємних чи​сел, а областю зміни — множина (-
[image: image246.wmf]¥

;0], оскільки значення арифме​тичного кореня невід'ємні, а протилежні їм значення — недодатні. Отже, для оберненої функції у = -
[image: image247.wmf]х

   х є 
[image: image248.wmf][

)

+¥

,
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 , у є (-
[image: image249.wmf]¥

; 0].
Зауважимо, що області визначення і значень взаємно обернених функцій помінялися множинами. Для лінійної функції цього помі​тити не можна, оскільки обидві множини є множинами всіх дійсних   чисел.
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Побудуємо графіки функцій у = 
[image: image250.wmf]2

х

 , х
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0 і у = -
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 в одній сис​темі координат (рис. 44). Як і для лінійної функції 
(рис. 43) по​будовані графіки симетричні відносно прямої у=х.
Функцію f, яка має обернену, назива​ють оборотною.
Слід звернути увагу учнів, що необ​хідною і достатньою умовою існування оберненої функції 
[image: image253.wmf]j

 є така: функція f має набувати кожного свого значення лише для одного значення  аргументу.
Достатньою умовою існування оберне​ної до даної функції є її монотонність, тобто зростання або спадання на всій об​ласті визначення.
За допомогою функціональної символіки можна сформулювати означення функції, оберненої до даної оборотної функції f.
Означення 4. Оберненою до даної оборотної функції у = f (х) називають таку функцію х - 
[image: image254.wmf]j

(у), яка кожному у із області значені функції у= f (х) ставить у відповідність єдине число х з її області визначення.
Якщо поміняти позначення незалежної та залежної змінних, то обернену функцію до у = f (х) запишемо у вигляді у = 
[image: image255.wmf])

(

х

j

.
Узагальнюючи розглянуті приклади, потрібно сформулювати для учнів алгоритм знаходження формули функції, оберненої до даної:
1) з'ясувати, чи є функція у = f(x) оборотною на всій області ви​значення. Якщо ні, то визначити підмножину області визначен​ня, де існує обернена функція до у = f{x);
2)
розв'язати рівняння y = f(x) щодо змінної х, тобто знайти х=
[image: image256.wmf]j

(у) на множині, де існує обернена функція;
3)
поміняти позначення змінних: незалежну зміну позначити як х, а залежну — як у. Дістанемо функцію у =
[image: image257.wmf]j

(х), обернену до y = f(x).
Неважко довести, що графіки взаємно обернених функцій у = f(x) і 
у = 
[image: image258.wmf]j

(х) симетричні відносно прямої у = х.
За допомогою цього алгоритму можна запровадити обернені триго​нометричні функції. Наведемо це на прикладі функції у = sin x.
1. [image: image396.png]


Із властивості періодичності та графіка функції у = sin x (рис. 45) випливає, що кожного свого значення у вона набуває для нескінченної множини значень аргументу х=х0+2п
[image: image259.wmf]p

, п є Z. Це означає, що функ​ція не є оборотною на всій області визначення. Водночас на всіх про​міжках, на яких вона зростає або спадає, існує обернена функція. Най​ближчим до початку координат з таких проміжків є 
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. Справді, за 
х є 
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 синус набуває всіх своїх значень 
у є [-1;1] і зростає.

2. Вважаючи у незалежною змінною, а х — залежною, розв'яжемо рівняння y = sin x щодо змінної х. Це означає, що потрібно знайти Таке число х (кут або дугу), синус якого дорівнює у. На обраному проміжку таке число буде єдине. Його позначають символом arcsin у. Отже, х = arcsin у =
[image: image262.wmf]j

(у).
Важливо наголосити, що під знаком арксинуса міститься у, тобто значення синуса, тоді як х = arcsin у = ф(у) є  функцією, оберненою до y = sin x за х є   
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3. 
Поміняємо позначення незалежної та залежної змінних. Дістанемо   функцію   у = arcsin х = 
[image: image264.wmf]j

(х),   обернену   до    у = sin x   за х є 
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Враховуючи, що область визначення й область значень взаємно обернених функцій міняються місцями, матимемо для функції  у = arcsin x, х є [-1; 1], у є 
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 , або інакше -
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Графік функції у=arcsin х можна дістати з графіка у=sin x, ві​добразивши відповідно ділянку синусоїди симетрично прямої  у = х (рис. 46).
За графіком учні можуть визначити властивості функції у = arcsin x. У кла​сах з поглибленим вивченням математи​ки доцільно ці властивості довести ана​літично.
Для практики розв'язування най​простіших тригонометричних рівнянь потрібно звернути увагу на те, що за х > 0 значення arcsin x слід вибирати в першій чверті, а за х < 0 — в чет​вертій.
За такою самою схемою можна роз​глянути функції  у=arcos х, у=arctg x, максимально залучивши учнів до самостійної навчальної діяльності під час знаходження обернених функцій до у = cos х, у = tg x.
На рівні обов'язкових результатів навчання можна без доведення сформулювати теорему про властивість монотонності взаємно оберне​них функцій.
Теорема 1 Якщо функція f  зростає (або спадає) на проміжку l, то вона оборотна. Обернена до f функція 
[image: image269.wmf]j

, визначена в області значень f, також зростає (відповідно спадає).
Приклади обернених тригонометричних функцій ілюструють виконання згаданих властивостей. Сильнішим учням 

можна запропонувати самостійно ознайомитись з доведенням наведеної теореми   за посібником Шкіль М.І., 

Колесник Т.В., Хмара Т. М. Алгебра і початки аналізу: підручник для учнів 11 класу з поглибленого вивчення математики.

3. Функції в загальноосвітній школі. Різні підходи до означення поняття функція.

Поняття “функція” було впроваджено в математику в кінці ХVII ст. Вперше Р.Декарт дослідив, як змінюється ордината точки в залежності від зміни її абсциси, але термін “функція” він не вживав. Цей термін (латинське слово functio означає виконання, здійснення) впровадив в математику в 1694 році Г.Лейбніц. Функцією він назвав відрізок, довжина якого змінюється по певному правилу. Ж.Фур’є, М.І.Лобачевський, Л.Дирихле, Б.Больцано, О.Коші стали вважати, що функцію можна задати не тільки аналітичним виразом, тобто поняття функції було більше розширено. 

Достатньо широким є таке означення “Величина Y називається функцією змінної величини Х в області визначення D, якщо кожному значенню Х із D відповідає єдине значення величини Y. Таке означення функції іноді називають класичним. 

Починаючи з другої половини ХІХ ст., після створення теорії множини, поняття функції ще більше розширили. Його не пов’язували з поняттям змінної величини, а означили через відповідність або відношення “Відповідність між множиною Х і множиною Y , при якій кожному елементу множини Х відповідає не більш одного елемента множини Y, називається функцією”. Це означення ширше класичного, так як значення величин, про які йде мова в класичному означенні, - це числа, а елементи множини можуть бути і іншими об’єктами. В шкільній програмі поняття функції включено відносно недавно. Поняття функціональної залежності, говорив ще в 1940 р. професор А.Я.Хінчін, повинно стати не тільки одним із важливих понять шкільного курсу математики, але і тим основним стержнем, який проходить від елементарної арифметики до вищих розділів алгебри, геометрії і тригонометрії, навколо якого грунтується все математичне викладання 

Існують дві найбільш різко відмінні методичні трактовки поняття функції: генетична і логічна. 

Генетична трактовка поняття функції заснована на розробці поняття функції, відомої до середини ХІХ ст. Найбільш істотними поняттями є такі: змінна величина, функціональна залежність змінних величин, формула, декартова система координат. 

· Позитивне: підкреслюється “динамічний “ характер поняття функціональної залежності, природно пов’язується з рештою змісту курсу алгебри, так як більшість функцій, які використовуються в ньому, виражаються аналітично і таблично. 

· Недоліки: поняття пов’язується з числовими функціями одного числового аргументу. 

Логічне трактування поняття функцій виходить із положення про те, що будувати поняття функції треба в рамках поняття алгебраїчної системи. Функція при такому підході виступає у вигляді відношення спеціального виду між двома множинами, що задовольняє умові функціональності. 

· Достоїнство: узагальненість поняття і можливості встановлення зв’язків в навчанні математики. Але поняття функції в середній школі пов’язувалось, головним чином, з числовими функціями одного числового аргументу, тобто тією областю, в якій воно простіше формується на генетичній основі. 

Висновок. Генетичний підхід виявляється недостатнім для формування функцій як узагальненого поняття, логічний виявляє певний надлишок. 

Відмінність в трактуваннях функції проявляється з найбільшою різкістю при введенні цього поняття. 

В програмі 1968 року була прийнята теоретико-множина трактовка поняття функції. При цьому впроваджувались такі поняття: множина, упорядкована пара, прямий добуток множин, відповідність, функція, відношення, алгебраїчна операція. Поняття функції впроваджувалось на досить високому рівні строгості. 

Програми 1981 і 1985 рр. відмовляються від такого трактування. В цьому зв’язку в шкільних підручниках поняття функції означається як залежність однієї змінної від іншої. В школі це поняття трактується уже: функція – це залежність змінної Y від змінної Х, при якому кожному значенню Х відповідає єдине значення. Y. При цьому в дев’ятирічній школі під Х і Y розуміють тільки числа. В сучасному шкільному курсі в якості ведучого прийнятий генетичний підхід до поняття функції.
6. Понятійний апарат функції.
Впровадження поняття функції тривалий процес, який завершується формуванням уявлень про всі компоненти цього поняття і про роль граючої ним в математиці і її застосування. Цей процес ведеться у трьох напрямках: 1) упорядкування уявлень про функцію, розгортання систем понять, характерних для функціональної лінії (способи завдання, графік, область визначення, множина значень, зростання і ін.); 2) глибоке вивчення окремих функцій і їх класів; 3) розширення галузі застосувань алгебри за рахунок включення в неї ідеї функції. 

Можна запропонувати таку методичну схему вивчення функцій в 7-9 класах: 1) розглянути підводящу задачу, за допомогою якої мотивується вивчення нової функції; 2) на основі математизації емпіричного матеріалу сформулювати означення функції (повідомити формулу); 3) скласти таблицю значень функції і побудувати графік “по точкам”; 4) провести дослідження основних властивостей функції (безпосередньо по графіку); 5) розглянути задачі і вправи на застосування властивостей функції. 

Крім традиційного підходу до вивчення функції в школі в теперішній час О.Г.Мордкович пропонує дидактично обгрунтовану концепцію вивчення функцій в школі на весь період навчання. Вона орієнтована в основному на вчителів, які працюють по проекту проф. Тарасова Л.В. “Екологія і діалектика”, де в 1-5 класах учні одержують велику пропедевтичну підготовку, достатню для того, щоб з 6 класу починати вивчення курсу математики 7-11 класів традиційних шкіл і де до кінця 9 класу пропонується завершення базової середньої освіти.
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Рис. 5.12 Зв’язок понять за темою “Понятійний апарат функції”. 
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Рис. 5.13 Класифікація елементарних функцій. 

Основний тезис “математика вивчає математичні моделі” наповнюється конкретним змістом, а саме: основна тема 6 класу – лінійна функція, що з точки зору моделювання реальних процесів відповідає рівномірним процесам; основна тема 7 класу – квадратична функція, моделююча рівноприскорені процеси; основна тема 8 класу – тригонометричні функції, які моделюють періодичні процеси; основна тема 9 класу – показникова функція, яка моделює процеси органічного росту. Тобто чотири типи основних моделей реальної дійсності, які вивчаються в школі, чітко розводяться за роками вивчення шкільного курсу математики. На думку О.Г.Мордковича означення функції в школі треба впровадити один раз через поняття відповідності, коли учні вже накопичують достатній досвід в оперуванні цим поняттям, тобто на початку 8 класу, а до цього відмовитися від означення функції як такого, обмежитись описом, який не вимагає завчання. Заслуговує уваги, що вивчення функцій в школі передбачає одноманітну структуру викладу матеріалу і створення системи вправ при вивченні любого нового класу функцій, яка включає в себе шість напрямків: 1) кускові функції; 2) знаходження найбільшого і найменшого значення заданої функції на заданому проміжку; 3) перетворення графіків; 4) графічне розв’язання рівнянь; 5) читання графіків; 6) функціональна символіка. 

6. Дидактичний матеріал до теми.

Система вправ.

1. При вивченні перетворень графіків функцій  в 9 класу для формування вмінь і навичок слід запропонувати такі вправи:

І рівень.

Знаючи графік функції у=х2, побудувати графік функції:

у=х2+3, у=(х-7)2, у=2х2,  у=-
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х2, у=(х+3)2-2, у=2(х-1)2+5.

ІІ рівень.

у=2х2+4х-1, у=-х2+7х+10, у=х2+4, у=3х2-х, у=х2+2х+1, 
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Знаючи графік функції у=
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Знаючи графік функції у=
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2. Тригонометричні функції та їх графіки (10 клас).

Побудувати графік функції:

І рівень.
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3. Показникові функція

Зобразити схематично графіки функцій 

І рівень.
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4. Логарифмічна функція

Зобразити схематично графіки функцій:

І рівень.
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5. Застосування похідної (11 клас).

Знайти інтервали зростання і спадання функції:

І рівень
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ІІІ рівень. 
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Знайти локальні екстремуми функції:

І рівень.


[image: image339.wmf]2

4

x

x

y

-

=

,  
[image: image340.wmf]x

y

=

,  
[image: image341.wmf]x

y

sin

=

.

ІІ рівень.


[image: image342.wmf]x

x

y

4

4

+

=

,  
[image: image343.wmf]4

)

2

(

-

=

х

у

,  
[image: image344.wmf]х

х

у

)

1

(

+

=

.

ІІІ рівень.


[image: image345.wmf]х

х

х

у

4

3

2

2

-

-

=

, 
[image: image346.wmf]3

2

-

=

х

х

у

,  
[image: image347.wmf]x

x

y

cos

sin

3

-

=

.

Знайти найбільше і найменше значення функцій:

І рівень.
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Дослідити функції і побудувати графіки:

І рівень.
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КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ.
1. Сформулювати теорему Ферма.
2. Перевірити виконання умов теореми Ферма для функції f(x)=(x-l)3 на інтервалі (0;2).
3. Сформулювати теорему Лагранжа. Який геометричний зміст теореми Лагранжа?
4. Чи застосовна теорема Лагранжа до функції f(x)=x2 на відрізку [3;4]?
5. Яка функція називається зростаючою (спадною) в точці?
6. Яка функція називається зростаючою (спадною) на інтервалі?
7. Сформулювати   достатню   ознаку   зростання   (спадання)   функції   на інтервалі (а;b).
8. Що називається максимумом (мінімумом) функції?
9.
Яка точка називається екстремальною для функції у= f(x)?
10.Яка точка називається стаціонарною для функції у= f(x)?
11. Яка необхідна умова екстремуму функції? Що це означає геометрично?
12. Сформулювати першу та другу ознаки   екстремуму функції. Яка з цих достатніх ознак загальніша?
13.Що   називається   найбільшим   і   найменшим   значенням   функції   на
відрізку?
 14.Що таке точка перегину кривої? Дати геометричну ілюстрацію.
 15.Навести схему повного дослідження функції.
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